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:内容 提要 


本 书 介绍 了 特征 数 0 的 代数 闭 域 上 的 半 单 纯 李 代数 理论 ， 尤 其 着 
重 于 表示 理论 。 作 者 利用 最 新 的 成 果 处 理 了 李 代 数 的 经 典 理论 (包括 
半 单 纯 李 代数 的 分 类 定理 、 同 构 定理 与 存在 定理 ); 用 初等 的 李 代 数 方 
法 证 明 Cartan 子 代数 的 共 亏 定理; 用 公理 化 方法 处 理 根系 及 权 的 理 
论 。 着 重 介绍 了 半 单 纯 李 代数 的 表示 理论 。 在 最 后 一 章 介绍 了 Cheva- 
lley 群 的 基本 知识 。 本 书 为 美国 《研究 生 数 学 教材 ? 丛书 之 一 , 写 得 简 
明 扼 要 , 深入 浅 出 , 便于 阅读 。 读 者 只 要 对 线性 代数 有 足够 的 知识 (如 
特征 值 \ 双 线性 型 \ 欧 氏 空 间 及 向 量 空间 的 张 量 积 等 ), 并 对 抽象 代数 的 
方法 有 所 了 解 ， 即 可 阅读 本 书 的 前 面 几 章 。 本 书 适合 于 大 学 高 年 级 学 
生 以 及 研究 生 参 考 或 用 作 教 材 , 也 可 供需 要 应 用 李 代数 的 读者 阅读 。 
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原 序 


本 书 的 意图 是 向 读者 介绍 特征 数 为 0 的 代数 闲 域 上 的 半 单 纯 
李 代 数理 论 , 尤其 着 重 于 表示 理论 。 我 们 假定 读者 对 线性 代数 ( 包 
括 特征 信 ， 冯 线性 型 欧 儿 空间 以 及 向 量 空间 的 张 量 积 ) 已 有 足够 
的 知识 ， 并 对 抽象 代数 的 方法 有 所 了 解 . 本 书 的 前 四 章 大 学 优等 
生 就 能 阅读 , 但 阅读 其 余 三 章 需 有 稍 高 的 要 求 . 

半 单 纯 李 代数 的 理论 不 仅 在 数学 与 物理 的 很 多 分 支 中 有 用 ， 
而 且 还 有 它 内 在 的 魅力 , 这 是 因为 在 它 的 基本 结果 中 , 把 深度 与 完 
备 性 令 人 满意 地 结合 起 来 了 .自从 Jacobson 的 书 在 十 年 前 问世 
以 来 , 即使 在 这 一 理论 的 经 典 部 分 里 , 也 已 有 了 不 少 改进 。 我 力图 
把 其 中 的 某 业 改进 吸收 入 本 书 ， 并 试图 使 非 专门 家 较 易 接触 本 书 
的 主题 ， 对 于 专家 来 说 , 还 要 特别 指出 以 下 几 点 ， 

(1) 强调 了 线性 变换 的 Jordan-Chevalley 分 解 , 在 半 单 纯 的 
情形 , 用 “ 环 面 ” 子 代数 代替 传统 的 Cartan 子 代数 . 

(2) Jordan 子 代数 共 驾 定理 的 证 明 使 用 了 初等 的 李 代数 方 
法 ( 据 D.J. Winter 和 G. D. Mostow), 加 免 使 用 代数 几何 . 

(3) 同 构 定理 先 用 初等 方法 证 明 ( 定 理 14. 约 ， 以 后 它 又 作为 
Serre 定理 (18.8) 的 推论 再 次 被 得 到 ,并 有 给 出 了 用 生成 元 与 关系 
式 的 表示 . 

(4) 从 一 开始 , 就 在 正文 与 练习 中 着 重 突出 了 型 A, B,C, DD 的 
单纯 李 代 数 . 

(5) 用 公理 化 方法 处 理 根系 (第 三 章 ) 以 及 权 (weights) 理论 
的 一 部 分 

(6) 在 $23 与 824 里 采用 抽象 方法 引入 Weyl 特征 标 公 式 ， 
它 以 Harish-Ohandra 的 “特征 标 ” 理 论 为 基础 , 且 独 立 于 Freuden- 
thal 的 重 数 公 式 (22.8)。 这 是 受到 了 D.-N. Vermi 的 论文 以 及 


ee 


I. N. Bernstein I. M. Gebfand, 8. I. Gel'fand 的 近期 工作 的 启 
发 . 

(7) 第 七 章 内 主要 根据 及 . Steinberg 的 讲演 记录 给 出 了 
Chevalley 群 理论 的 基本 神 梳 . 

我 不 得 不 略 去 很 多 标准 的 论题 〈 我 感到 其 中 极 大 部 分 最 好 作 
为 第 二 阶段 的 课程 )， 璧 如 说 ;上 同调 ，Levi 和 Mal’cev 定理 , Ado 
和 Iwasawa 定理 , 在 非 代数 闭 域 上 的 分 类 ， 素 特征 数 的 李 代 数 等 。 
我 希望 读者 将 会 从 参考 文献 内 所 列举 的 书 与 文章 ， 尤其 是 从 
Jacobson[ 1], Bourbaki[1], [2], Winter [1], Soligman [ 妇 中 ， 
继续 钻研 这 些 论 题 . 

再 说 儿 名 有关 编排 技巧 的 话 ， 本 书 使 用 的 术语 绝 大 多 数 是 传 
统 的 , 而 且 把 使 用 的 符号 减少 到 最 低 限度 , 以 便利 读者 前 后 翻阅 参 
看 ， 在 看 完 第 一 到 第 三 章 后 , 如 果 读 者 想 要 进一步 参看 什么 内 容 ， 
那么 剩 下 的 儿童 可 按 任意 的 次 序 被 阅读 (只 有 两 个 例外 : 第 七 章 依 
赖 于 8$20 与 $21, 第 六 章 依 束 于 $17). 文中 提 到 的 定理 14.2 就 
是 指 14.2 小 节 里 的 定理 .在 各 章 匠 后面 的 附注 指明 了 文中 茶 些 
内 容 的 出 处 以 及 进一步 阅读 的 材料 ， 但 我 并 不 想 给 出 每 个 定理 的 
历史 沿革 (关于 历史 的 评述 ， 可 参见 Bourbaki[2], Freudenthal~- 
de Vries[1]). 参 考 文献 表 主 要 包含 那些 已 被 提 及 的 文献 , 若 要 更 进 
一 步 查看 的 话 ， 可 见 Jacobson [1]，Seligman[1]。 书 中 给 出 了 难 
易 程 度 不 同 的 240 个 练习 ,其 中 一 些 较 容易 的 是 正文 中 要 用 到 的 。 

本 书 来 源 于 我 1968 年 在 Bowdoin 学 院 举行 的 国家 科学 基金 
会 关于 代数 群 的 高 级 科学 讨论 班 上 的 讲演 ， 当时 我 的 意图 是 想 扩 
充 J. -了 . Serre 的 精彩 但 又 未 完成 的 讲演 记录 [2]。 本 书写 作 时 
参照 过 的 其 它 材 料 有 ; N. Bourbaki, N. Jacobson, R. Steinberg, 
D.J. Winter 以 及 其 他 人 的 书籍 及 讲演 记录 。 作 者 在 此 对 自己 的 
老师 George Seligman 和 Nathan Jacobson 说 表 示 感 谢 ， 是 他 们 
激发 了 我 对 李 代数 的 兴趣 . 我 还 要 感谢 David J. Winter, 他 让 我 
着 了 他 即将 出 版 的 书 ! 感谢 Robert 工 . Wilson, 他 对 原稿 提出 不 
少 有 益 的 批评 意见 ; 感谢 Oonnie Engel, 她 帮助 我 准备 了 定义 
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以 及 感谢 Michael J. DeRise 在 精神 上 对 我 的 支持 还 有 柯 训 
《Courant) 数学 科学 研究 所 及 国家 科学 基金 会 的 财务 上 的 支持 也 
是 值得 感谢 的 。 


J. 玉 . 汉 弗 莱 斯 
1972 年 4 月 4 日 于 纽约 


第 二 次 印刷 的 前 言 


除了 改正 一 些小 错 和 改进 某 些 论证 外 ， 我 还 借 此 机 会 在 $ 24 
后 加 了 一 个 附录 ， 在 这 个 附录 里 用 更 简便 的 方法 导出 Weyl 公 
式 (避免 使 用 $28)， 对 那些 曾 指出 过 错误 以 及 提出 过 有 用 建 
议 的 人 ， 我 在 此 表示 感谢 ， 尤 其 是 ; J. Oarr, J. Dorfmeister, M. 
Bichler, M. Elmer, K. W. Gruenberg, J. H. Lindsey, B. Weis- 
feiler, 及 . LD, Wilson., 


记号 与 约定 


2Z, Z+, Q@, BR, 0 ”分别 表示 整数 , 非 负 整数 ， 有理数, 实数 和 复数 
的 集合 

HH 表示 向 量 空间 的 直 和 

4>< 了 表示 群 4 与 五 的 半 直 积 , 召 正 规 

Oard = 《集合 的 ) 基数 

char = 特征 数 

det = 行列 式 . 

dim = 维 数 

Ker 一 核 

Im = 像 集 

Tr = 迹 


原 序 
记号 与 约定 
第 一 章 ”基本 概念 ee 1 
1. 定义 及 初步 的 例子 和 RN 1 
IT.1， 李 代数 的 概念 RN 1 
1.2. 线性 李 代 数 Ne 2 
1.3， 导 子 李 代数 5 
1.4. 抽象 李 代 数 RN 5 
2， 理想 和 同 态 pp 7 
2.1， 理想 Ne 7 
2.23， 则 态 和 表示 Ne 9 
2.3. 自 同 构 RN 10 
3， 可 解 和 等 零 李 代数 和 Ne 13 
3.1. 可 解 性 于 13 
3.2， 宪 零 性 站 ee 15 
3.3. 了 ngel 定理 的 证 明和 16 
第 二 章 ” 半 单 纯 李 代数 19 
4， 村 定理 和 Cartan 定理 ee. 19 
4. 工 ， 李 定理 19 
4.2，Jordan-Chevalley 分 解 21 
4.3，Cartan 准则 se 24 
5. Kiling he 27 
5.1。 半 单纯 性 准则 ee 27 
5.2. 了 的 单纯 理想 RN 29 
和 .3， 内 导 子 ee 30 
5.4. 抽象 Jordan 分解 We 30 
6. 表示 的 完全 可 约 性 ee dD 


6.3， 表示 的 Casimir 元 素 ee 34 
6.3， Weyl 定理 ee 36 
6.4. Jordan 分 解 的 保持 Cn 38 

7 了 .81(2,F) 的 表示 40 
7.1. 权 与 极 大 向 量 Ne 40 
?9.3， 不 可 约 模 的 分 类 Ne 41 

8. 根 空间 分 解 44 
8.1. 极 大 环 面子 代数 与 根 RN 44 
8.2. 五 的 由 心 化 子 … 46 
8.3, 正 交 人 性质 47 
8.4， 整 性 49 
8.5. 有 理性 ,小 结 Ne 51 
三 章 根系 .ee 54 
9. 公理 体系 pe 54 
9.1. 欧 氏 空间 内 的 反射 pe 54 
9.2， 根 蔷 ee 55 
9.3. 例 ee 56 
9.4. 根 偶 汪 ee 56 
10， 素 根 和 Weyl 群 ee 60 
10.1. 基 和 Weyl] 房 60 
10.2， 关 于 素 根 的 引 理 ee 63 
10.3. Weyl 群 :ie 64 
10.4. 不 可 约 根 系 67 
31 分 类 70 
11.1. 的 Cartan 算 阵 ee 70 
11.2. Coxeter 图 和 Dynkin 图 71 
11.3. 不 可 约 分 支 ee en 72 

了 ,和 4， 分 类 定理 ee 73 
12. 根系 和 自 同 构 的 构造 ee 80 
12.1. 型 A~G 的 构造 Ne 80 
13.2. 和 的 自 同 构 ee 82 

13. 权 的 抽象 理论 eos tt... 84 


| 


13.2， 支 配 要 ee 86 
13.3. 要 全 ee 88 
13.4， 饼 和 权 集 pp 88 

第 四 章 ” 同 构 定理 与 共 办 定理 92 
14， 同 构 定 理 ee ee 92 
14.1. 化 简 到 单纯 的 情形 92 
14.2. 同 构 定理 ee tessees 93 

了 4.3， 自 同 构 ese 96 
15. Cartan 子 代 数 Ne 98 
15.1, 了 关于 adz 的 分 解 站 99 
15,2， ngel 子 代数 99 
15.3， Cartan 子 代数 100 
15.4. 函 子 姓 压 ee 102 
16. 共 施 定 再 103 
16.1， 群 ZOD) ee 103 
16.2，CSA 的 共 罗 性 (可 解 和 情形) 104 
16.3，Borel 子 代数 105 
16.4，Borel 子 代数 的 共 轿 性 106 
16.5， 自 同 构 群 ee 110 
第 五 章 ”存在 定理 118 
17. 普遍 包 络 代数 113 
17.1. 张 晤 代数 和 对 称 代数 ee 113 
17.2. 1(L) 的 构造 ee 115 
17.3. PBW 定理 及 其 推论 Re 116 
17.4. PBW 定理 的 证 明 …………… es 118 
17.5， 自由 样 代数 120 
18， 生成 元 和 关系 式 ee 122 
18.1. 被 五 满足 的 关系 戒 区 ee 123 
18.2. (8S1)~(8S3) 的 推论 ……… a 123 
18.3， 8Serre 定理 ei en 126 
18.4. 应 用 ， 存在 与 唯一 定理 ………………… cs .£129 
19， 单纯 代数 pep ee or 130 


19.2， 典 型 代数 131 
19.3. 代数 Ge 133 
第 六 章 ”表示 理论 ee 137 
20. 权 与 极 大 商量 ee ‘137 
20.1. 权 窑 间 ee 137 
20.2， 标准 循环 模 138 
20.3. 存在 与 唯一 定理 ee 140 

21， 有限 维 模 ee 143 
21.1. 有 限 维 的 必要 和 条件 143 
21.2. 有 限 维 的 充分 条 件 ……………… nn 144 
21.3. 权 链 与 权 图 Ne 146 
21.4，F(A) 的 生成 元 与 关系 式 147 

22， 重 数 公式 pe 150 
23.1. 普遍 Casimir 元 素 RN 150 
23.2.， 权 空间 上 的 迹 .RN 152 
22.3, Frendenthal 公式 154 
22.4， 例 156 
22.5。 形式 特征 标 RN 158 

23， 特 征 标 Ne 160 
23.1, 不 变 多 项 式 函 数 pp 1614 
23.2. 标准 循环 模 与 特征 标 … 163 
23.3. Harish-Chandra 定理 sce, 165 
附 始 ee 上 上 169 

24.. Weyl 公式 , 有 Kostant 公式 与 Steinberg 公式 eis, 171 
24.14， 及 * 上 的 一 些 画 数 171 
24.2. Kostant 重 数 公 式 173 
24.3, Weyl 公式 176 
24.4. Steinberg 公式 178 
附 最 和 81 

第 七 章 ”Ohevalley 代数 与 Ohevalley 群 -es 184 
25. 了 的 Chevalley 基 RN 184 
25.1， 根 从 ee se ogee 184 


25 .2. Chevalley 基 的 存在 性 ee i186 


25.3， 了 瞧 一 性 问题 Ne 188 

25.4. 用 索 数 模 的 约 化 ee 189 

25.5. Chevalley 群 的 构造 (伴随 型 )》 enn 190 
26，Kostant 定理 ee 192 
26.1. 组 合 的 一 个 引 理 ee 192 

26.2. 特殊 情况 ，8(2，F) eer. 193 

26.3. 关于 交换 的 引 理 ppp 195 

26.4. Kostant 定理 的 证 上 明 pe 197 

27， 容许 烙 199 
27.1. 容许 格 的 存在 性 ee 199 

27.2， 容许 格 的 稳定 子 ee 201 

27.3. 容许 格 的 变化 ee 203 

27.4. 过 湾 到 任意 城 205 

27.5. 有 关 结 果 的 概 人 还 ee 206 

参考 文献 209 
符号 索引 211 
译名 对 照 及 索引 noe 上 【上 【i .0 as 214 


第 -- 章 基本 概念 
在 本 章 内 上 表示 一 个 任意 (交换 ) 域 . 


1， 定义 及 初步 的 例子 
1.1， 李 代数 的 概念 | 


”“ 李 代 数 起 源 于 由 线性 变换 构成 的 向 量 空间 ， 并 且 这 个 空间 被 
赋予 一 个 通常 既 不 交换 又 不 结合 的 新 运算 [z, 丰 二 wy 一 yz (右边 
的 运算 是 通常 的 线性 变换 乘法 )， 也 可 以 用 -一些 公理 抽象 地 描述 
这 一 类 代数 系 ， 

定义 . 在 域 F 上 的 一 个 向 量 空间 工 里 ,有 一 个 运算 LxL»>L, 
记 为 (zw; 护 F> [2 轨 ， 如 果 以 下 公理 (ZL) ~ (ZL3) 被 满足 , 则 这 个 运 
算 称 为 ”和 4 的 方 括号 或 换 位 子 ( 亦 称 李 乘 运算 )}， 且 称 工 为 F 上 
Lie 代 数 ， | 

(Z1)》 广播 导 运 算是 双 线性 的 . 

(ZL2) [wz] 0 对 工 内 所 有 的 z. 

(1L8) [wv[yz]]+ [ylzwd] + [eley]] =0 (oo y, zELD). 

公理 (L8) 称 为 Jacobi 等 式 ， 如 果 把 (L1) 和 (Z2) 应 用 于 

[e+% ?十 如 ， 即 可 得 到 反 交换 性 ，(Z2) [zg] 一 一 [gm]，( 反 之 ， 
车 aharFz2， 则 显然 (ZL2') 意味 著 (Z2) ,) 

.如果 存在 向 量 空间 的 同 构 .g: 六 >Z'， 它 对 五 内 所 有 中 4 都 
满足 &([zg) = [$Cz)$(y)]， 则 称 F 上 两 个 李 代数 工 和 工 是 则 
构 的 ( 且 称 $ 为 李 代 数 的 同 构 )， 显 然 , 可 类 似 地 定义 工 的 ( 李 ) 子 
代数 : 若 太 是 工 欧 子 空间 , 并 且 只 要 wm yE 玉 ; 即 有 [ey] EK, 则 
称 玉 为 工 的 子 代数 ， 特 别 , 下 关于 它 的 内 在 运算 本 身 就 颗 一 个 
从 代数 .请 注意 , 任 一 个 非 零 元 素 =E 石 机 定 愉 :不 :一 维 耶 并 粕 

ets+ 


Fw, 这 是 因为 由 (ZL2), 乘法 是 平凡 的 . 

本 书 中 所 涉及 的 李 代数 二 的 底 向 量 空间 几乎 全 是 在 E 上 有 了 眼 - 
维 的 、 因 此 如 果 不 特 别 指出 , 就 总 是 认为 有 上 述 的 假设 ， 当 然 , 也 
要 指出 , F 上 的 茶 些 无 限 维 向 量 空间 与 结合 代数 将 在 表示 论 的 研 
究 中 起 重要 的 作用 (第 五 ~ 第 七 章 )， 在 观察 某 些 具体 例子 之 前 ， 
也 要 提 一 下 ， 如 果 工 仅仅 被 假设 为 一 个 交换 环 上 的 模 ， 上 述 李 代 。 
数 的 公理 也 是 完全 有 意义 的 ， 不 过 我 们 不 打算 按照 这 一 观点 展开 
讨论 . 


1.2. 线性 李 代 数 


如 果 六 是 F 上 有 限 维 向 量 空间 , 用 BndF 表示 ->V 线性 变 
换 的 集合 。 作 为 FE 上 的 向 量 空间 , End 六 具有 维 数 (w=dim 玉 )， 
且 fmdF 关于 通常 的 乘积 运算 是 一 个 环 ， 我 们 定义 一 个 新 运算 
[z, 引 一 wy 一 yz, 称 为 > 和 4 的 方 括号 ， 带 着 这 一 运算 ，Endy 成 
为 F 上 李 代数 : 公理 (ZL1) 和 (Z2) 立即 可 知 , 而 (73) 需要 简短 的 
计算 (请 读者 自己 验证 )， 为 将 这 一 新 的 代数 结构 与 原来 的 结合 代 
数 区 分 , 我们 用 gI(F) 代替 Endy, 意 指 把 它 看 作 李 代数 ,县 称 之 
为 一 般 线性 李 代 数 ( 因 为 它 与 亚 的 所 有 可 逆 自 同 态 组 成 的 一 般 钱 
性 群 GZ(V) 密切 相关 )。 当 六 是 有 限 维 时 ， 我 们 将 不 加 注解 地 使 
用 记号 gI(D). 

李 代 数 gLI(Z) 的 任 一 子 代数 称 为 线性 地 代数 . 有 些 该 者 感到 
矩阵 比 线性 变换 更 为 适 定 ， 因 此 宁可 取 定 的 一 组 过， 将 6[() 
与 f 上 所 有 “xm 算 阵 的 集合 等 同 起 来 ,并 记 为 81(n, F)。 这 一 做 
法 不 但 无 妨 , 反而 能 方便 计算 ， 为 了 参照 起 见 , 我 们 写 下 9T(n, 月 
关于 由 和 矩阵 es (在 人 力 位 置 上 是 二 其 余 为 0) 所 组 成 的 标准 基 的 
乘法 表 。 因为 eyem 二 6wmesn, -所 以 

es er] = sreu— Onews, () 
请 注意 , 系数 全 是 土 二 或 0, 因此 都 在 F 的 素 子 域 里 ， 
- 现在 看 一 些 进 一 步 的 例子 ， 这 些 例 子 是 本 书 中 将 要 立 述 的 刺 
论 的 中 心 。 它 们 分 成 由 个 族 : An Bo Cn 已 C> Di， 且 裤 称 为 条 至 
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李 代 数 ( 因 为 对 应 于 某 些 典型 线性 李 群 ). 

A: 设 dim 玉 =?+I. 将 太 中 迹 为 0 的 同 态 的 集合 记 为 红 (P) 
或 红 Q+1, F). (复习 一 下 : 抢 阵 的 迹 是 对 角 元 素 之 和 , 因 它 与 广内 
基 的 选取 无 关 , 故 对 六 的 自 同 态 有 意义 ,) 由 于 T7 (zw9) =Tr(yo) 
以 及 了 Pr(w 二 四 一 Tr(w) 十 Tr(y)， 玫 红 ( 是 81(V) 的 子 代数 ， 
又 因 它 与 行列 式 等 于 1 的 自 同 态 所 成 的 特殊 线性 群 SL(V) 有 联 
系 ， 因 此 被 称 为 特殊 线性 李 代数 ， 它 的 维 数 是 多 少 呢 ? 一 方面 ， 
红 (P) 是 9I(P) 的 真子 代数 ， 所 以 它 的 维 数 至 多 为 C 上 1 一 1 另 
一 方面 ， 我 们 可 以 列举 出 这 么 多 个 迄 为 0 的 线性 无 关 和 矩阵 ; 取 所 有 
的 ey 由 以 及 所 有 的 及 =en 一 6 +4tt1(1&oED, 总 共有 1 二 (+ 
DD? 一 Qt+DD 个 矩阵 ， 我 们 总 是 把 它们 看 作 红 C+1, PF) 的 标准 基 , 

Ce 设 dim 严 =21 基 (o …, vm). 在 玉 上 用 矩阵 


/oI 
(& 0) 
定义 一 个 非 退 化 斜 对 称 型 六 (可 以 证 明 , 存在 满足 fv, 由 = 
一 /(w, v) 的 非 退 化 双 线性 型 的 必要 条 件 是 维 数 为 偶数 . ) 被 记 为 


缉 (V) 或 缉 (22 P) 的 辛 代数 就 是 由 满足 f(z(2), w) = 一 fw， 
%(w)) 的 六 的 记 有 自 同 态 所 组 成 的 ， 读 者 很 易 验 证 , 引 (V) 在 方 


括号 运算 下 是 封闭 的 . ~ (" , ) (m, % pg9 E91, 月) 是 六 


和 矩阵 的 条 件 ， 用 矩阵 术语 表达 ， 就 是 se= 一 z's (z+ 一 w 的 转 置 ) 即 
一 人 一 了 以 及 m'= 一 外 《最 后 一 个 条 件 迫 使 Pr (z) =0.) 现 在 
很 易 计 算 弛 (24 F) 的 一 个 基 ， 取 对 角 阵 6 一 ein(1<o<D), 共 
1 个， 再 加 上 所 有 es 一 erzai(L<s4i 汪 Js<D, 有 忆 一 个 对 几 我 们 


使 用 矩阵 er(l<oeL) 和 ttonm(l<s<I<D), 共 1+ 坟 (~ 


已 个 . 对 条 的 位 置 ， 可 作 类 似 的 处 理 . 合并 起 来 ， 我 们 发 现 
dimgp (21, F) =212+1. 

B 设 dmV=21+1 是 奇数 且 取 7 为 V 上 非 温 化 对 称 双 线 
性 型 , 它 的 矩阵 为 
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正 交 代数 ol(7) 或 0(21+1, P) 就 是 由 满足 f(z(%), w) = 一/ (%， 
w(w))《 与 Ci 同样 的 要 求 ) 的 及 的 所 有 自 同 态 所 组 成 . 如 果 按 有 


的 形状 将 2 分 决 , 即 
0 Di bs 

0 2 ?9 . 
则 条 件 5 一， 一 oa 可 以 转换 成 以 下 一 组 条 件 ，4 一 0, 0 一 一 克 os= 
一 如 9 一 一 9 m= —n, p=—p, (与 Ci 的 情形 一 样 ， 这 说 明了 
Tr(w) 一 0 .) 作 为 一 组 基 , 首先 到 ?个 对 角 阵 一 stepri(2<5s1! 填 
DD), 再 加 上 2 个 只 含 第 工行 或 第 1 列 的 矩阵 etawa 一 ena 1 和 
0m 一 Ht11(1S6SD) ,相应 于 g= 一 m5 取 ( 与 局 一 样 )eir1,4+1 一 
Cr+i+1, ini(l<i¥ jED). 对 mm， 了 肥 @it414jt1 一 C4 It441 (I<i<j< 
站 ,对 力 取 Cisl+1, +1™ C4+1+1, +1 (<j<i<). 基 元 素 总 数 是 2 二 i 


(注意 这 也 是 Ci 的 维 数 ). 
Pi。 我 们 得 到 另 一 个 正 交代 数 , 它 的 结构 和 B 完全 一 样 , 只 不 


过 dimVV~21 是 偶数 ， 且 *。 具有 更 简单 的 形式 { <) 把 构造 


它 的 基 以 及 验证 dimo (2 P) = 212 一 一 ! 作 为 练习 留 给 读者 (练习 
3. 

”在 结束 本 小 节 之 前 , 再 提出 91(n, 月 的 其 它 儿 个 子 代数 , 它们 
起 着 重要 的 办 助 作用 ， 令 tln, F) 是 上 三 角 阵 ( 即 (co), 当 i> 了 时 ， 
ar 一 0) 的 集合 , n(n, F) 是 严格 上 三 角 阵 ( 当 i>j 时 , os 一 0) 的 集 
仍 、 再 设 bn, F) 是 所 有 对 角 阵 的 集合 ， 显 然 它们 在 方 括号 运算 
下 都 是 封闭 的 。 也 注意 到 tCn, F) =b《n, F) 十 nn, F) (作为 向 量 空 
问 的 直 和 )， [bw PD, nbn, PI=n(n, 月 ， 所 以 . 

[tw Pt F)] nn, F). | 
请 参看 练习 5。( 著 瑟 , 下 是 工 的 子 代数 , 则 [到] 表示 由 的 位 
. 和 4 2 


子 [my], wzE 刀 ,JE 天 所 张 成 的 荆 的 子 空间 .) 


1.8. 导 子 李 代 数 


某 些 线性 变换 的 李 代数 自然 地 来 源 于 代数 的 导 子 ， 所 谓 F 代 
数 ( 不 必 结 合 的 ) 就 是 指 F 上 一 个 向 量 空间 %， 再 被 赋予 一 个 双 线 
性 运算 外 x 中 -> 中， 通常 就 用 两 个 字母 连 写 来 表示 这 个 运算 (只 有 
当 外 是 李 代数 时 , 才 使 用 方 括号 )， 中 的 导 子 是 指 一 个 线性 映射 
6. 9[->91, 它 满足 大 家 熟知 的 乘积 规则 3Cab) = 8(@)2 上 +a3( 念 .很 
易 验 证 , 的 所 有 导 子 的 集合 Derg 是 Endgf 的 一 个 向 量子 空间 ， 
而 且 可 验证 ， 两 个 导 子 的 换 位 子 [8, 5 仍 是 一 个 导 子 (但 通常 的 
乘积 不 一 定 如 此 ， 见 练习 11)， 所 以 Der 时 是 9I( 的 一 个 子 代 
数 . 四 
因为 一 个 李 代数 五 是 上 述 意 义 下 的 F 代数 ， 所 以 Der 工 是 有 
定义 的 ， 某 些 导 子 很 自然 地 如 下 产生 : 若 eE 石 则 久 >[zg] 是 工 
的 自 同 态 ， 记 为 adw， 事 实 上 ，adwE Der J， 这 是 因为 我 们 可 将 
Jaoobi 等 式 写 成 (利用 (ZL2)): [z[gz]] = [[zy]] 十 [y[wz]]， 这 一 
形式 的 导 子 称 为 内 导 子 , 其 它 都 称 为 外 导 子 ， 当 然 , 在 zz0 时 也 
有 可 能 adas= 0: 例如 在 所 有 的 一 维 李 代数 内 就 是 如 此 ， 把 对 应 
到 adw 的 映射 _->Der 工 称 为 工 的 伴随 表示 ， 它 在 以 后 起 着 决定 
性 的 作用 . 

有 时间 时 把 2 看 作 荆 的 元 素 以 及 荆 的 子 代数 玉 的 元 素 . 为 
了 吕 免 混淆 , 使 用 记号 adze 或 adzz, 以 分 别 表示 % 作用 在 荆 上 或 
kL 上 . 例如 , 车 x 是 对 角 阵 ， 则 adaw rm (z) 一 0， 而 aderom (2) 不 必 
为 0. 


1.4. 抽象 李 代 数 


我 们 已 看 到 了 线性 李 代 数 的 一 些 自然 的 例子 ， 大 家 也 知道 ， 
实际 上 每 一 (有 限 维 ) 李 代数 都 同 构 于 某 个 线性 李 代 数 (Ado- 
Iwasawa 定理 )。 在 此 不 打算 证 明 它 (参看 Jacobson [1] 第 六 章 或 
Bourbaki[1]). 不 过 在 李 代数 理论 的 初始 阶段 ,这 个 结果 对 所 有 我 
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们 感 兴趣 的 情形 都 是 正确 的 . 

有 时 我 们 想 要 抽象 地 考察 李 代 数 ， 例 如 , 若 工 是 F 上 任意 有 
限 维 向 量 空间 , 我 们 可 对 所 有 z, yE 工 置 [wy] 一 0, 把 工 看 成 一 个 
李 代数 ， 它 有 平凡 的 乘法 ， 称 为 Abel 李 代 数 (因为 在 线性 李 代 
数 的 情形 下 ，[z, 急 = 0 正 是 意味 着 4 与 9g 可 交换 )， 如 果 工 是 任 
一 李 代数 ， 具 有 基 wa，…，zn。 显 然 , 卫 的 整个 乘法 表 可 由 结构 党 


数 o 完全 确定 ， 这 里 [zc] = 了 abmw， 那 些 i 之 j 的 结构 常数 可 


利用 (Z2)，(Z2') 从 其 它 常数 推导 出 ， 根据 这 段 话 ， 只 要 给 出 一 
个 结构 常数 集 , 就 能 确定 一 个 抽象 李 代 数 ， 当 然 , 不 是 随便 哪 一 个 
”集合 {a4} 均 可 , 但 经 稍 加 思索 后 即 可 发 现 , 只 要 它 满足 由 (Z2) 和 
《ZL8) 所 导出 的 一 些 “ 显 然 ” 的 等 式 就 可 以 了 ， 
故 一 0 一 0 十 06 
之 (otan + ahoraka”) 一 0. 


事实 上 并 不 用 这 种 人 为 的 方法 构造 李 代 数 ， 不 过 作为 抽象 观点 的 
应 用 ， 可 以 确定 维 数 <2 的 所 有 李 代数 (到 间 构 的 程度 )、 在 维 数 
为 工 的 情形 ， 有 一 个 单独 的 基 向 量 =， 具有 乘法 表 [zw] =0 (1L2). 
在 维 数 为 2 的 情形 , 从 工 的 基 ” 9 出发， 显然 万 内 所 有 的 乘积 
都 等 于 [wy] 的 一 个 纯 量 倍 ， 如 果 它 们 都 等 于 0,， 则 五 是 Abel 
的 ， 否 则 , 我 们 在 由 [wy] 的 纯 量 倍 所 成 的 一 维 空间 内 任 取 一 个 张 
成 向 量 , 用 它 代替 原来 基 中 的 ,再 取 一 个 与 新 的 2 线性 无 关 的 
向 量 作为 新 y， 则 [zy] =aw(a#*0). 把 y 换 成 a-y， 最 终 可 得 
[zy] =%, 所 以 从 折 象 的 观点 看 , 至 多 存在 一 个 非 Abel 的 工 . (读者 
可 验证 [zy] -wv 确实 定义 了 一 个 李 代数 , ) 


练 习 
1. 设 工 是 实 向 量 空间 RI， 对 xz, yEL 定义 [zy] 一 zxy( 向 量 的 外 积 )， 
验证 工 是 李 代数 。 写 出 关于 了 sa 的 常用 基 的 结构 常数 ， 
” 2。 验证; 以 下 的 等 式 以 及 (Z1)、(Z3) 在 以 (x, y， 人 为 基 的 三 维 向 量 空 
间 上 定义 了 一 个 李 代数 结 物 ; [zyj=s, Eze]~y;:[ys]=9、 .- 
5 6 4 


3. 设 2 一 (9 1) 8-() 1) 9-(1 9) 是 sf2, P 的 一 个 有 


序 基 .计算 aar,adj ady 关于 这 个 基 的 矩阵 ， 

4. 找 出 一 个 同 构 于 (1.4) 中 所 构造 的 非 Abel 二 维 李 代数 的 线性 李 代 
数 ，[ 提 示 ， 观 察 伴随 表示 .] 

5. 验证 (1.2) 内 关于 tCn, F), bln, F), n(n, F) 的 论断 , 且 通 过 列举 出 
它们 的 基 以 计算 每 一 代数 的 维 数 . 

6. 设 wEgl(n, F) 在 F 内 有 ”个 不 同 的 特征 值 41, …, an, 证 明 adz 的 
特征 值 恰 好 就 是 ?个 纯 置 4 一 ay(l1<% j 所 区 , 它们 当然 不 必 各 不 相同 . 

7. 设 3Cm, F) 表示 8I(m, F) 内 的 纯 量 阵 (二 单位 阵 的 纯 量 倍 ). 车 charF 
是 0 或 除 不 尽 的 素数 , 证明 gln, F) 一 红 (n, F) 二 3m, F) (向 量 空间 的 直 
和 ), 且 [8Cn, F), er(n, FI=0. 

8. 验证 D, 的 维 数 . 

9. 当 charF~0 时 ， 证 明 每 一 典型 李 代 数 工 -Al By Ci 或 D, 等 于 
[ZZ]( 这 再 一 次 说 明了 这 些 代数 都 由 迹 0 矩阵 组 成 ). 

10. 对 ? 的 较 小 的 值 , 某 些 典型 李 代 数 之 间 存 在 着 同 构 ， 证 明 ，At B+， 
Ci 是 同 构 的 , 而 是 一 维 李 代 数 . 证明 Bs 同 构 于 Ca，Ds 同 梅 于 As， 关 于 
Ds, 你 能 说 些 什么 9 

11， 验 证: 代数 的 两 个 导 子 的 换 位 子 仍 是 导 子 . 而 通常 的 乘积 则 不 一 
定 如 此 ， 

12. 设 工 是 代数 闭 域 上 的 李 代数 , z<EL， 证 明 工 中 由 adz 的 特征 向 量 
所 张 成 的 子 空间 是 一 个 子 代数 


2. 理想 和 辣 态 
2.1. 理 想 


设 了 是 李 代数 志 的 子 空间 , 车 wEL,yET 就 有 fwy] ET, 则 
称 7 为 卫 的 理想 ， (由 于 [zy] ~ 一 [yw], 故 上 述 条 件 也 可 写成 
[yx] EL. ) 理想 在 李 代数 理论 中 所 起 的 作用 相当 于 正规 子 群 在 群 
论 中 所 起 的 作用 以 及 双 钢 理想 在 环 论 中 所 起 的 作用 ， 因 为 它们 都 
来 源 于 同 态 (3.2) 的 核 

显然 0.( 民 会 零 向 量 的 子 空间 ) 种 工 自 己 晴 荆 的 淹 扯 ， 一 外 
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不 那么 显 易 的 例子 ,是 中 心 GD = {zE 了 [zz]=0 对 所 有 zE 岂 . 
由 雅 可 比 等 式 立即 可 证 和 (DZ) 确实 是 一 个 理想 .注意 ; 五 为 Abel 
李 代数 当 且 仅 当 2(Z) = 工 ， 另 一 个 重要 的 例子 是 工 的 导 代数 , 记 
为 [LD], 它 类 似 于 群 的 换 位 子 子 群 。 它 由 换 位 子 {wy] 的 所 有 线 
性 组 合 所 构成 , 且 显 然 是 一 个 理想 ， 

显然 万 是 Abel 李 代数 当 且 仅 当 [LA] =0. 而 另 一 种 极端 
的 情形 是 工 = [I 对 .2) 中 工 = 31(n, Ff) ( 当 ocharF=2 时 ， 设 
n 关 2) 的 乘法 表 加 以 研究 后 即 可 看 出 , 此 时 万 = [Zh), 而 其 它 典型 
线性 李 代 数 也 有 同样 的 结果 (练习 1.9).- 
车工 了 是 李 代数 荆 的 两 个 理想 , 则 I+7 一 {w+y|zEl, yE 
J 了} 也 是 理想 ， 类 似 地 ，[17] = {2 [owd lorEl, %E 邮 是 一 个 理 
想 : 导 代数 [LL] 正 是 它 的 特殊 情形 ， 

通过 观察 一 个 李 代数 的 理想 来 分 析 李 代数 的 结构 是 很 自然 
的 如果 荆 除了 它 自己 和 0 以 外 没有 其 它 理想 , 且 若 [LD] 0， 
即 称 工 是 单纯 的 ， 这 里 加 上 条 件 [IL]*0 ( 即 工 非 Abel ) 是 为 
了 除去 一 维 李 代数 的 情形 . 显然 了 单纯 意味 着 邵 (0 且 一 
[LD]. 

例 设 万 = 红 (2,P)，charF 关 2. 下 以 下 三 个 矩阵 作为 也 的 村 
/0 工 \ 0 0 工 
准 基 ( 见 (2):o-{ ,we @ 外 -人 了 ) 则 乘法 
表 由 等 式 [wy] =h，[h2] 一 2z，[hy] = 一 2y 所 完全 确定 ， (请 注意 
%,y,h 是 adh 的 特征 向 量 , 相 应 的 特征 答 是 2, 一 2, 0. 又 因 oharF 关 
2, 这 些 特征 值 各 不 相同 . ) 若 I 类 0 是 也 的 理想 , 设 a 十 by 十 ch. 是 
Z 的 任意 非 零 元 素 .两 次 运用 adz 可 得 一 25w E17, 两 次 运用 ad yy 
可 得 一 2ay ETI， 于 是 如 果 刀 或 5 非 零 , 了 就 或 者 包含 4 或 者 包含 
sohar Ff 尖 2)， 此 时 显然 有 7~ 工 ， 另 一 方面 , 车 a5~ 0, 则 0% 
%ET, 再 一 次 得 到 了 = 荆 ， 从 而 可 得 结论 ; 荆 是 单纯 的 . 
” 在 李 代数 荆 不 是 单纯 ( 且 不 是 一 维 ) 的 情形 , 可 以 ? 辽 实 "个 
非 零 真理 想 1 得 到 一 个 较 低 维 数 的 李 代 数 ， 商 代数 /1( 是 也 
的 理想 》 的 物候 法 在 形 寺 上 烙 商 环 的 构造 法 完全 和 同 ， 作为 则 量 空 


$8 


二 


间 , 5/I 就 是 商 空间 , 而 它 的 李 乘 法 定义 为 [+1 y+1] = [zy] 十 
TIT， 这样 的 定义 是 有 意义 的 , 因为 车 z 十 T=z' 十 了 y+ 了 T=y 十 荆 则 
有 w=ztuwET), y=y+vWET, LL 时 
[zy] = [oy] + (buy] + [vv] + [uv]), 

由 于 括号 里 的 项 都 在 工 内 , 所 以 [z'y] +T= [wyj 十 1 

为 了 后 面 的 需要 , 在 此 要 提 及 几 个 有 关 的 概念 , 它们 类 似 于 
群 论 中 的 相应 概念 .五 的 子 代数 天 (或 仅仅 是 子 空间 ) 的 正规 
化 子 被 定义 为 Ni(K) ={zEL|[zK]CK}， 由 于 Jacobi 等 式 ， 
WL(K) 是 工 的 子 代数 , 它 可 被 描述 为 工 中 包含 区 作为 它 的 理想 
的 最 大 子 代数 (此 时 首先 要 求 到 是 子 代 数 )， 若 忆 =NWz(K), 则 
称 玉 是 自 正规 的 , 这 一 情形 的 一 些 重要 例子 将 在 以 后 给 出 ,， 工 的 
一 个 子 集 于 的 中 心 化 季 是 OL.( 卫 ) = {wELII[wX] 一 0}. 再 一 次 
利用 Jacobi 等 式 可 知 Cz( 卫 ) 是 荆 的 子 代数 ， 例 如 ; 0 - 
2(D). 


2.2. 同 态 和 表示 


它 的 定义 丝毫 不 会 使 感到 突然 ， 落 一 个 线性 变换 风 : 7- 

CL 二 是 F 上 李 代数 ) 对 所 有 YE 荆 都 有 

$%([zg]) = [$0) $0)], 

则 称 $ 为 同 态 ， 如 果 Ker$0， 则 称 为 单一 同 态 ， 若 Im 
也 纪 被 称 为 满 同 态 ， 如 果 它 既是 单一 同 态 , 又 是 满 同 态 , 则 称 为 
同 构 ( 如 (1. 轿 )， 我 们 首先 感 兴趣 的 是 ,Ker 由 是 二 的 一 个 理想 ， 
确实 ,如果 %(z) = 0, 且 若 YE 工 是 任意 的 ,那么 

$ey]) = [C0) $y)1=0. 六 

显然 Im$ 是 本 的 子 代数 ， 如 同 在 其 它 的 代数 理论 中 一 样 , 在 向 

态 和 理想 之 间 有 一 个 自然 的 一 一 对 应 ; 对 一 个 如。 。_。、，， 
有 一 个 Kerd% 与 它 相 连 ;对 一 个 理想 了 可 联系 一 

个 从 二 到 Z/T 上 的 典范 映射 “Hz 十 以 下 的 标 四 

准 同 态 定理 的 证 明 留 给 读者 作 冻 ”Ne 

全 是 “所 ) 闵 让 了 下 是 未 代数 的 朵 大风 -人 


咏 亿 人 和 以 寺 耻 和 
人 人 


出 在 在 只 二 的 同 态 册 :ZI 一 > 也， 人 
映射 ). 
人 @) 车 T 和 J 是 荆 的 理想 ,使 得 TSJ， 则 J/I 是 了 /1 的 一 
个 理想 , 且 (L/D)/ (JV/ 了 DD) 自然 同 构 于 工 /J 
Ce) 车 到 了 是 工 的 理想 , 则 存在 (TI 二 门人 与 IJLCTnI) 之 
间 的 自然 同 构 . 量 
李 代数 工 的 表示 是 一 个 同 态 $:L>9I(V)( = F 上 向 量 守 
间 )， 虽 然 我 们 要 求 工 是 有 限 维 的 , 但 允许 六 是 任意 维 的 , 这 对 我 
们 是 有 用 的 .在 上 述 任 一 情形 里 ，gI(F) 都 有 意义 ， 不 过 , 到 目前 
为 止 需要 记 住 的 仅 有 的 重要 例子 是 伴随 表示 ad: 工 >91(IL)， 这 是 
在 (1.3) 引 入 的 , 它 把 2 对 应 到 adw, 而 adw(y) = [zxg]。(ad 的 像 
在 Der LCeI(L) 内 , 但 目 前 这 与 我 们 没有 什么 关系 ) 很 清楚 , ad 
是 一 个 线性 变换 ， 为 了 证 明 它 保持 方 括号 运算 , 我 们 计算 ， 
[adz, ad y] (2) =—ad wad y(z) —ad yad z(z) 
=adz([yz])—ady([ee]) 
= [2[yz]] — [y[ze]l] 
= [ey]] + [Le]y) (Z29) 
= [[wy]z] (L8) 
.=ad[zy] (2). 
ad 的 核 是 什么 ? 它 由 所 有 使 aaz=0 的 wzEL 所 组 成 , 即使 得 
[zy] 二 0〈 对 所 有 的 9E 五 ) 的 所 有 z. 因此 Kerad=Z(Z)， 由 此 
已 经 可 以 得 出 一 个 有 趣 的 推论 ， 车 万 是 单纯 的 ， 则 2(DD)=0, 从 而 
ad:7 一 9[( 也 ) 时 站 一 同 态 ， 这 意味 着 任 一 怎 一 二 线索 代数 周 搜 于 一 个 
线性 李 代数 ， 


2.38. 自 同 构 


“了 工 的 自 同 构 就 是 荆 到 自身 上 的 同 机 Aut 工 表示 所 有 自 同 构 
的 群 ， 重 要 的 例子 产生 于 当 工 .是 一 个 线性 本 代数 二 GT 人 (77 时 ， 状 
gEGL(V) 是 的 任 r- 两 二 让 用 态 ， 妈 rar 和 吕 好 天 知 有 

@ .20 .. 


射 zh>gzg 一 是 卫 的 自 间 构 ， 例 如 , 车 荆 =91O) 或 红 (V), 则 此 
时 第 二 个 条 件 是 自动 满足 的 , 这 样 我 们 就 得 到 相当 多 的 自 同 构 ( 见 
练习 12). 

现在 限于 charF=0 的 情形 . 设 2EL 是 一 个 元 素 , 使 aaz 是 
融 零 的 ， 即 对 某 一 £0, 有 (ad wz)"=0. 则 0 上 线性 变换 的 通常 
的 指数 震级 数 在 F 上 也 有 意义 , 这 是 因为 它 只 有 有 限 多 个 项 : 

exp(ad x)=1+ad z+ (ad w)/2!+ (ad 2)3/3!+... 
+ (ad2z) (E11!. 

可 以 断定 ezp(ad wz) EAut 工 更 一 般 地 , 当 adz 换 成 工 的 任意 一 
个 短 零 导 子 6 时 , 这 一 结论 仍 正确 ， 为 此 , 使 用 熟悉 的 Leibniz 公 
式 : 


二 (= 六 GD Go) (1/(n 一 全!) G6" 区 ， 
然后 如 下 计算 ( 设 信 =0). 
exp8(w)exp8(y) ~ (S (名) (只 (Su)) 


$=0 


3 
让 
2 
~ 
tt 
& 
心 


f 
MM 
© 
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(Leibniz 公式 ) 


上 灿 
~ 口 
已 


中 贡 


0" wy) (6*=0) 


3 
外 
© 
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=expd (2y). 
exp6 是 可 道 的 ， 因 为 它 的 道 是 工 一 9 十 o2 一 吧 十 … 土 六 -， 这 里 设 
expG 一 二 77. 

若 adz 知 零 , 形 如 exp(adz) 的 自 同 构 称 为 内 自 同 构 ， 更 一 
般 地 , 由 它们 生成 的 Aut 工 的 子 群 记 为 Int 工 , 它 的 元 素 称 为 内 自 
同 构 ， 这 是 一 个 正规 子 群 , 即 车 $EAutI zEK, 则 

pladz) $=ad go), 
从 而 Bexp(adw)p!1=oxp(ad $ (2)). 
举例 来 说 , 设 荆 = 强 (2; F) 带 有 标准 基 (%,.y, 内 . :定义 om 
二 得 


exp ad zexp ad( 一 和 :exp adz (因此 o€1nt 攻 ). 很 易 计 算 o 作用 
在 基 上 的 效果 (练习 10),c(o)= 一 2 ac( 殷 = 一 0 oO 人 一 一 5 特 
别 是 o 具有 阶 数 2， 注意 到 expw exp( 一 Y) 都 是 行列 式 为 1 的 
2x2 矩阵 的 群 SL(2, F) 的 元 素 ,用 它们 作 共 生 能 使 卫 保 持 不 变 
(在 本 小 节 开始 时 已 指出 )， 所 以 乘积 s- (exzpz) (exp 一 9) (exp2) 
诱导 了 工 的 一 个 自 同 构 zt> szs 很 快 地 计算 即 可 得 到 


0 1 
-| -1 小 

且 用 共 思 作 用 在 工 上 的 效果 与 o 的 效果 完全 相同 . 

刚才 看 到 的 现象 并 不 是 偶然 的 ， 若 LCgI(V) 是 任意 的 线性 
李 代数 (char F= 0), 且 z6E 了 是 笑 零 的 , 则 我 们 可 断言 : 对 所 有 的 
4E 忆 

(exp 2)y(expw) ~—exp ad we(y). (") 

为 了 证 明 它 ， 只 要 注意 到 adz 一 As 十 p-s, 这 里 的 hs, ps 表示 在 环 
EndF 内 用 “ 左 乘 与 右 乘 变换 (当然 它们 是 可 交换 的 , 并 且 是 宕 堆 
的 )， 由 通常 的 指数 规则 可 得 

expad% =exp(Ns+p-s) =exp Ns' exp 0-s = Norps* Pexpc_s), 
从 而 可 得 (*). 


练 “ 习 
1. 证 明 所 有 内 导 子 ad z(xEz) 的 集合 是 Der 荆 的 一 个 理想 . 
2. 证 明 红 (m,『) 就 是 8I(%, F) 的 导 代数 (参看 练习 1.9)， 
3. 证 明 9I《m,F) 的 中 心 等 于 8(p，F) ( 纯 量 阵 )。 证 明 SICm, F) 的 中 心 
是 0, 除非 charF 能 除 尽 和 2 此 时 中 心 为 1, F). 
4, 证明 存 在 唯一 的 一 个 (在 同 构 意义 下 )F 上 的 3 维 李 代数 ， 它 的 导 代 
数 是 一 维 的 , 且 在 2《L) 内 . 

5. 假设 mn 工 =3, ~[LL]. 证 明 工 必定 是 单纯 的 ， [首先 注意 到 工 
的 任 一 同 态 像 也 与 它 的 导 代数 相等 .] 由 此 再 一 次 证 明 31(2, F), charF 和 2 的 
单纯 性 . 

6， 证明 红 (3，F) 是 单纯 的 , 除非 charF=3 ( 见 练习 3). [使 用 标准 基 
和 ha, euki 守 夫 ， 若 I+0 是 一 个 理想 , 则 工 是 34hu 或 adhs 的 特征 空间 的 
2 后 。 


直 和 , 再 比较 ad ja，ad js 作用 在 ev 上 的 特征 值 .] 

7. 证 明 tw F) 和 b(n, F) 是 9[(2 F) 的 自 正规 子 代 数 ， 而 nn, F) 有 
正规 化 子 t(n, F). 

8. 证 明 当 charf=0 时 ,在 (1.2) 内 的 每 一 个 典型 线性 李 代数 中 , 对 角 矩 
阵 的 集合 是 一 个 自 正 规 子 代 数 ， 

9. 证 明 命题 2.2. 

10. 设 c 是 (3.3) 内 定义 的 页 (2,F) 的 自 同 构 . 验证 c(z) = 一 y, o(y) = 
72, oh) =—h, 

11. 若 L=31(n, F), gEGL(n, F), 证 明 由 zr> 一 gxig"1 (其 中 必 =z 的 
转 置 ) 定 义 的 工 到 自身 的 映射 属于 AutL， 当 % 一 2, 9 一 恒 等 矩阵 时 , 证 明 这 
一 自 同 构 是 内 自 同 构 . 

12. 设 工 是 正 交 李 代数 (型 B% 或 D)， 若 9 是 正 交 和 矩阵 ， 即 9 可 道 , 且 
9 s9g= 3 证明 zr>gxg-1 定 义 了 荆 的 一 个 自 同 构 . 


3， 可 解 和 告 零 李 代 数 
3.1. 可 解 性 


通过 理想 来 研究 李 代数 五 是 很 自然 的 ， 在 本 节 内 , 我 们 将 利 
用 逐次 构造 导 代数 以 研究 李 代 数 工 ， 首先 , 定义 一 个 工 的 理想 的 
序列 (导出 列 )， LW = , LD= [LE), ?= [IDID], os 了 0 一 
[LDL45]。 车 对 某 一 个 %w 有 L" = 0, 则 称 荆 是 可 解 李 代 数 . 
例如 ,Abel 李 代数 必 是 可 解 的 ,而 单纯 李 代数 必 是 不 可 解 
的 ，， 

更 一 般 的 例子 是 (1.2) 中 引入 的 上 三 角 阵 的 李 代 数 tn，F). 
tn, F) 的 显 易 基 是 由 矩阵 ey(t< 让 所 组 成 ， 维 数 是 1 二 2 十 … 十 
f= 人 入 (% 十 1)/2， 为 了 证 明石 =i(w, F) 是 可 解 的 ， 我 们 使 用 (1.2) 
中 的 换 位 子 公 式 以 计算 它 的 导出 列 ， 对 5 < 我们 有 [ew, ew] =ew 
这 说 明 n(n, FC EL， 这 里 的 n(n, F) 是 上 三 角 短 零 阵 的 子 代 
数 ， 由 于 tm F) =b(n, F) 二 nn, F) 以 及 bln, F) 是 Abel 的 ， 可 
知 nln, F) 等 于 工 的 导 代数 ( 见 练习 1.5)， 然 后 在 代数 n(n, F) 的 
内 部 进行 工作 , 对 于 ew, 我 们 很 自然 的 可 得 到 一 个 “位 级 ”, 即 7 一 4 

4 13。 


的 概念 ， 在 换 位 子 公 式 里 假设 i<j <b 并 且 字 1 此 时 [ew 
ew] =eu( 若 j= 上 ) 或 0 (其 它 情形 )， 特 别 地 , 每 一 个 en 是 这 样 的 两 
个 矩阵 的 换 位 子 , 它们 的 位 级 加 起 来 等 于 ew 的 位 级 ， 所 以 上 3 由 
位 级 >>2 的 ey 所 张 成 ，L9 由 位 级 >>2234 的 所 张 成 ， 显 然 当 
2 一 nm 一 时，Z0O=0. 

下 面 我 们 归纳 了 一 些 关 于 可 解 性 的 简单 结论 : 

命题 设 工 是 一 个 李 代 数 . 

(a) 车 工 可 解 , 则 工 的 所 有 于 代数 以 及 同 态 像 也 可 解 . 


AS 有 和 下 交 用 用 用 震 乱 作用 著 电 攻 昌 已 蕊 用 


” (6) 闭 荆 是 荆 的 可 解 理想, 则 + 了 也 是 可 解 理想 . 

证 (a) 由 定义 , 著 玉 是 工 的 子 代 数 ， 则 玉 SCL9， 类 似 
地 ,车 中 :>AM 是 满 同 态 , 则 对 使 用 归纳 法 易 证 $(L9) 一 MM%, 

(b) 设 (LZ/D=0。 应 用 (a) 于 典范 同 态 x:L->L/1, 可 得 到 
mw(Lm) =0 或 LmCI-Kerw， 如 果 Tm =0, 则 由 (D9 人 = 了) 
可 推 得 L"*"”=0 (将 (a) 的 证 明 应 用 于 "CD 站. 

(6) 由 标准 同 态 定理 (命题 2.2(6)) 可 得 到 在 (I+J)/J 与 
JUnvV) 之 间 的 一 个 同 构 . 作为 工 的 同 态 像 ， 右 边 一 个 是 可 解 
的 ， 所 以 (I 十 2)/J 是 可 解 的 .再 将 (b) 用 于 T+J, J， 则 可 得 
T+J 为 可 解 . 自 

作为 第 一 个 应 用 ， 设 工 是 任 一 李 代数 ，S 是 一 个 极 大 可 解 理 
想 ( 即 它 不 含 于 更 大 的 可 解 理想 之 内 )， 若 IT 是 工 的 另 一 个 可 解 
理想 ， 则 由 上 面 命题 的 (0)， 必 定 有 刁 +I~=S， 即 TCS， 这 就 证 
明了 唯一 的 极 大 可 解 理想 的 存在 性 ， 称 它 为 工 的 根基 ， 并 记 为 
Rad .车 Lz#0, 且 Rad 工 =0, 则 称 五 为 半 单 纯 的 . 例如 ， 单纯 李 
代数 必 是 半 单 纯 的 : 因为 工 除了 0 和 它 自 己 外 没有 其 它 理想 , 而 也 
又 是 不 可 解 的 ， 请 注意 , 车工 不 可 解 , 即 LRad 工 , 则 L/Rad 工 
是 半 单 纯 的 (使 用 上 述 命题 的 (b))， 对 半 单 纯 李 代 数 (charF=0) 
的 研究 将 占据 本 书 的 大 部 分 篇 幅 《但 在 研究 中 也 和 需要 某 些 可 解 子 
代数 )。 。 ， 

* 1]4。 


3.2. 吕 零 性 


可 解 的 定义 摹仿 了 群 论 中 相应 的 概念 , 这 些 概念 起 源 于 Abel 
和 Galois， 与 之 相反 ， 短 零 群 的 概念 则 是 近代 的 ， 而 且 是 以 李 代 
数 中 的 相应 概念 作为 模型 的 ， 下面 定义 工 的 理想 的 一 个 序列 
《 称 为 降 中 心 列 或 下 中 心 列 ); P=L, =[LL](=L?), = 
[LL …， Li= [LL 车 对 某 一 个 %， 有 =0， 则 称 工 为 加 
零 的 ， 例 如 任 一 Abel 李 代数 是 宕 零 的 、 显 然 对 所 有 的 坟 都 有 
LPCL, 所 以 乔 零 李 代 数 是 可 解 的 ， 但 反 过 来 并 不 成 立 ， 再 来 看 
看 工 =t(n, 月 ,在 (3.1) 的 讨论 中 已 证 明 DZ = 好 就 是 t(o F), 而 
且 开 = [也 太 = 巧 所 以 对 所 有 的 i>1 有 Li 另 一 方面 , 很 
易 看 出 下 = F) 是 等 零 的 : MU: 由 位 级 之 2 的 ew 所 张 成 , M2 由 
位 级 >3 的 oy 所 张 成 ,…， 必 ' 由 位 级 之 i 十 1 的 ew 所 张 成 . 

”命题 设 荆 是 李 代 数 . 

(a) 车 工 宇 零 , 则 它 的 所 有 子 代 数 和 同 态 像 也 宪 零 . 

(b) 车 .2Z(D) 等 零 , 则 到 也 香 零 

(o) 若 荆 千 零 , 则 ZCD)*0. 

证 “(a) 模仿 命题 3.1(a) 的 证 明 . 

(BD) 车 了 CGO 抽 Ta= [LI CEDZ(D] =0. 

(6) 降 中 心 列 的 最 后 一 个 非 零 项 必 是 中 心 的 .时 

厂 为 等 零 的 条 件 也 可 这 样 叙 述 , 存在 某 个 %( 仅 依赖 于 荆 ), 使 
adwmiad wadwn(y) 0 对 所 有 zw, yELI 都 成 立 . 尤其 对 所 有 
2“E 工 都 有 (ad wv)"~0， 若 工 是 任意 的 李 代 数 , 且 wzEL, 如 果 adw 
是 等 零 自 同 态 , 则 称 2 为 ad 圳 轮 的 ， 运 用 这 一 术语 , 我 们 的 结论 
可 表达 为 : 若 万 宕 零 , 则 工 的 所 有 元 素 都 是 ad 宪 零 的 ， 从 下 面 定 
理 可 看 出 , 它 的 逆 命 题 也 正确 . 

”定理 (Engel) 若 荆 的 所 有 元 素 是 ad 知 零 的, 则 工 是 短 堆 
的 . 
”证 明 将 在 下 一 小 节 给 出 ， 应 用 Engel 定理 后 ; 不 需 实际 计算 
降 中 心 列 即 易 证 明 n(n, F) 是 罕 零 的 ， 只 要 应 用 议 下 礁 简 单 引 理 ; 
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引 理 ” 设 <EgI(Z) 是 宕 零 自 同 态 , 则 ad z 也 是 宕 零 的 . 

证 ”如同 (2.8) 中 一 样 ,对 z 我 们 可 联系 Endy 中 的 两 个 自 
间 态 ， 左 平移 与 右 平移 ; Xe(g) = zy，pe( 力 =%z2，、 由 于 # 是 宕 零 
的 ， 它 们 也 是 霖 零 的 ， 并且 hs 和 ps 显然 是 可 交换 的 .在 任 一 环 
中 (这 里 是 指 End (End 大 ))， 两 个 可 换 宕 零 元 的 和 或 差 仍 是 宪 雷 
的 (为 什么 ?)， 所 以 ad z= 和 一 ps 是 等 零 的 是 | 

在 此 预 提 一 名 . 在 gI1(n, F) 中 , 要 使 一 个 矩阵 是 ad 等 零 而 它 
本 身 并 不 窜 零 是 一 件 很 容易 的 事 ，( 恒 等 阵 就 是 这 样 的 例 . ) 读者 
应 该 记 住 两 种 截然 不 同 的 短 零 线性 李 代数 ,3Gw, F) 与 (mw F), 


3.3. BRngel 定理 的 证 明 


了 angel 定理 (3.2) 将 从 下 述 的 结果 推导 出 来 ， 而 这 个 结 时 本 
也 是 很 有 意思 的 。 回想 起 一 个 单独 的 寡 零 线性 变换 ， 至 少 有 一 个 
特征 向 量 , 与 它 的 仅 有 的 特征 值 0 相对 应 ， 这 正 是 下 面 定理 中 的 
dim 工 =1 的 情形 . 

定理 设 工 是 81(V) 的 于 代数 ,了 是 有 限 维 的 . 车 荆 由 短 
零 自 同 态 组 成 , 且 六 0, 则 存在 非 零 的 EV, 使 了 .w=0. 

证 对 dim 工 使 用 归纳 法 dim 工 =0 域 dim 工 = 了 的 情形 
是 显然 的 ， 假 设 区 叶 工 是 工 的 任 一 也 代数 ， 按 照 引 理 3.2, 下 作 
用 在 向 量 空间 荆 上 (通过 ad) 相 当 于 一 个 寡 零 线性 变换 的 李 代数 ， 
所 以 在 向 量 空间 也 天 上 也 是 如 此 ， 因 为 dim 到 <dim 工 , 归纳 法 
假设 保证 了 在 L/K 内 存在 一 个 向 量 z 十 及 关 K, 它 被 正在 8I(L) 
长 ) 内 的 像 映 为 0。 这 就 意味 着 对 所 有 YEEK 有 [gz] EK, 用 
并 ， 换 句 话说, 被 真 包含 于 Wi(K) ( 即 下 在 工 内 的 正规 化 子 ， 
见 \2.1)) 内 ， 

现在 把 KK 取 作 工 的 极 大 真子 代数 . 上 面 的 论证 使 Ni(K) 一 
也 即 五 是 也 的 一 个 理想 ， 如 果 dim 了 /天 大 于 二 则 /KK 的 一 
个 一 维 子 代数 ( 它 总 是 存在 ) 在 工 内 的 逆 像 将 是 一 个 真 包含 五 的 
真子 代数 ， 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 下 与 五 只 相差 一 维 ， 于 是 对 住 
一 2E 了 一 后 ， 可 写成 卫 一 开 -Fz。 | 
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由 归纳 假设 , 不 = toE 玉 | 天 .= 一 0} 是 非 零 的 ， 由 于 必 是 一 
个 理想 ， 故 丈 在 卫 下 不 变 : 因为 zE 厂 yEK, wEW 意味 着 
yz.wW=2y .Ww 一 [%, 急 .20=0、 按 上 面 那 样 选取 sE 荆 一 到 ， 于 是 笑 
零 自 同 态 *〈 作 用 在 子 空 间 机 上 ) 具有 一 个 特征 向 量 ,， 即 存在 非 零 
的 vE 克 , 使 .0 一 0， 从 而 了 .9 一 0， 即 为 所 求生 

Kngel 定理 的 证 明 我们 已 知 李 代 数 工 的 所 有 元 素 均 为 ad 
宕 零 , 所 以 代数 ad LC8I(D) 满足 定理 3.1 的 假设 (可 以 假设 工 
0), 结论 是 ; 存在 了 内 的 zz#0 使 [Lw] ~=0, 即 2(5) 关 0、 现 在 也/ 
(LD) 显然 是 由 ad 宕 零 元 素 组 成 且 维 数 小 于 荆 的 维 数 ， 对 dim 工 
使 用 归纳 法 , 可 发 现 工 /2 (I) 是 短 零 的 .而 根据 命题 3.2 的 (b)， 
可 知 工 自 己 也 每 零 . 征 

定理 3.8 有 一 个 有 用 的 推论 (实际 上 是 一 种 等 价 的 表达 法 )， 
它 说 明了 tn, F) 是 多 么 “典型 "。 首先 要 给 出 一 个 定义 : 若 玉 是 
一 个 有 限 维 向 量 空间 (例如 dim 六 =%), 则 六 内 的 一 个 标志 (flag) 
是 指 一 个 子 空间 链 0=VoCViEc…cV,=V, dimV,=% 若 zE 
了 nd 天 且 对 所 有 的 色 有 “.FiCTF 成 立 , 则 称 > 保持 此 标志 不 变 . 

推论 ”在 上 述 定理 的 假设 下 ,存在 有 的 一 个 标志 (Vi), 它 在 
卫 下 不 变 ， 且 对 所 有 的 忆 满足 z. 了 了 CV-1， 换 名 话说 , 存在 六 的 
一 个 基 , 使 得 六 关于 这 个 基 的 工 的 矩阵 全 在 n(n, F) 内 . | 

证 首先 取 任 一 个 被 荆 零 化 的 非 零 的 vEV， 上 面 的 定理 已 
保证 了 这 样 的 2 的 存在 ， 置 互 =Fv. 令 玉 =V/ 也 ,可 以 看 出 荆 
在 歼 上 的 诱导 变换 仍 是 宪 零 自 同 态 . 根据 对 dim 严 的 归纳 法 ， 
本 有 一 个 标志 在 研 下 不 变 ， 而 这 个 标志 在 三 内 的 道 像 即 满 足 我 
们 的 要 求 .用 

在 结束 本 节 时 , 我 们 要 提 及 定理 3.8 的 一 个 典型 应 用 , 它 在 以 
后 要 用 到 . 

引 理 设 荆 塞 零 ,天 是 工 的 理想 ,车 区 天 0, 则 玉 几 2Z (了 未 
0.， (特别 地 , 2( 卫 天 0， 参 看 命 题 3.2(0).) 

证 民 通 过 伴随 表示 作用 在 到 上， 所 以 由 定理 3.8， 可 得 非 
零 的 ZEKK, 它 被 荆 零 化 , 即 [Lo] 0, 于 是 zkKN2Z(D). 

: «17% 


练习 


1. 设 了 是 二 的 一 个 理想 . 则 了 的 导出 列 或 降 中 心 列 的 每 一 项 也 是 工 的 
理想 . 
2. 证 明 工 是 可 解 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 子 代数 链 : 五 = Zr5DsDe 

-Zu 一 0, 使 得 L141 是 工 ,的 理想 , 甘 每 个 商 代数 /Lt1 是 Abel 的 , 

3. 设 charF~2, 证 明 红 (2， F) 是 署 零 的 ， 

4. 证 明 工 是 可 解 ( 告 零 ) 的 , 当 且 仅 当 ad 工 是 可 解 ( 短 雪 ) 的 ， 

5. 证 调 (1.4) 中 构造 的 非 Abel 2 维 代数 是 可 解 的 ,但 不 是 千夫 的 . 对 练 
习 1.2 的 代数 也 作 向 样 的 论证 . 

6. 证明 李 代数 工 的 两 个 等 零 理想 之 和 仍 是 宕 稚 理 想 ， 所 以 也 具 有 只 
一 的 极 大 寡 零 理想， 对 练习 5 的 每 一 代数 确定 这 一 理想 . 

7. 设 荆 是 短 零 的 , 玉 是 工 的 真子 代数 ,证明 Nz(K) 真正 包含 五， 

8. 设 荆 是 筹 零 的 ,证 明 工 有 一 个 理想 , 它 的 余 维 数 是 1 

9. 证明 每 一 等 零 李 代数 民有 外 导 子 ( 见 (1.3))， 可 如 下 考虑 ; 记 工 = 
忌 +Fz, 互 是 某 一 余 维 数 为 1 的 理想 (练习 8)， 则 CCK) 大 0 (为 什么 ?)， 选 
nn 使 得 Cz(K) cL", Cx(K) 和 FL"t, 且 设 zECz( 民 ) 一 Znr， 则 把 五 映 为 0、 
z 映 为 z 的 线性 映射 5 是 一 个 外 导 子 . 

10. 设 工 是 李 代数 , K 是 工 的 理想 ， 使 得 上 /EK 矫 零 以 及 对 所 有 zEL， 
zx|x 敌 零 证明 工 是 畴 零 的 
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第 二 章 “” 半 单纯 李 代数 


在 第 一 章 里 ， 我 们 看 了 任意 域 F 上 的 李 代 数 . 除了 引进 基本 
概念 和 例子 之 外 ， 只 能 证 明 一 个 重要 的 定理 (Engel 定理 ). 而 本 
书 中 的 其 余 理论 几乎 都 要 求 F 的 特征 数 是 0. 《在 某 些 练习 中 将 给 
出 特征 数 是 素数 时 的 反例 .) 此 外 ， 为 了 对 任意 的 % (不 仅仅 是 对 
adz 笑 零 的 中 能 利用 ad z 的 特征 值 ， 除了 特别 说 明 的 情形 外 ,我 
们 将 假设 F 是 代数 闭 * 的 .当然 也 可 把 对 F 的 限制 稍微 放宽 一 点 
( 见 Jacobson [了 ]), 但 在 这 里 我 们 不 准备 这 样 做 . 


4. 李 定 理 和 Cartan 定理 
4.1. 李 定 理 


和 餐 零 李 代 数 的 Engel 定理 的 本 质 是 ， 对 于 一 个 由 寡 零 自 同 态 
组 成 的 李 代 数 ， 存 在 一 个 公共 特征 向 景 (定理 3.3). 下面 的 定理 
实质 上 类 似 于 Engel 定理 , 但 为 了 保证 F 含有 一 切 所 需 的 特征 值 ， 
故 要 求 F 是 代数 闭 的 、 而 且 还 可 证 明 oharF= 0 这 一 条 件 也 是 必 
要 的 (练习 83). 
定理 设 工 是 81(V) 的 可 解 子 代 数 , 六 为 有 限 维 的 车 人 六 类 Vx 
0, 则 六 含有 一 个 关于 工 内 所 有 自 同 态 的 公共 特征 向 量 , 
证 对 dm 荆 使 用 数学 归纳 法 ，dim 工 =0 的 情形 是 显然 的 . 
在 此 模仿 定理 3.3 的 证 明 ， 思 路 是 ，(1) 找 一 个 余 维 数 为 1 的 理 
想 五 ; (2) 用 归纳 法 证 明 存在 的 公共 特征 向 量 ，(3) 验证 由 这 
样 的 特征 向 量 组 成 的 子 空间 关于 了 不 变 ; (名 对 满足 卫 = 丘 十 Fz 
(*) 译 者 注 : 若 F 是 一 个 域 ,并 且 F[%] ( 即 系数 在 F 内 的 多 项 式 构 成 的 环 ) 内 的 任 


一 多 项 式 都 能 写成 一 次 因 式 的 乘积 ， 就 称 F 是 代数 闭 域 。 例 如 ， 复 孝 域 就 是 
代数 闭 域 。 


sel. 


的 zE 了 在 这 个 子 空间 内 找 出 z 的 一 个 特征 向 量 ， 

第 (了 DD 步 是 容易 的 ， 由 于 工 可 解 且 维 数 大 于 0, 故 工 真正 包 
含 [ 工 中 ， 出 于 了 / [LH 是 Abel 的 , 所 以 任 一 子 空间 都 是 理想 ， 
取 一 个 余 维 数 为 1 的 子 空间 , 则 它 的 道 像 是 荆 内 余 维 数 为 1 的 
理想 (包含 [LD]). 

第 (2) 步 , 利用 归纳 假设 求 出 不 的 一 个 公共 特征 向 量 vEV. 
(KK 当然 是 可 解 的 ; 若 五 =0, 则 工 是 一 维 Abel 的 ， 且 此 时 只 图 
找 出 工 的 基 向 量 的 一 个 特征 向 量 ， 即 完成 了 证 明 ,) 这 意味 着 对 于 
vwEK, wv.v= 和 A(w)v, 其 中 入 :KF 是 某 个 线性 函数 .固定 这 一 
和 , 且 用 . 歼 表 示 以 下 的 子 空间 
”WwE7|z.w=A(z)w, 对 所 有 的 xEE}， 
这 样 , 矿 关 0. | 

第 (8) 步 要 证 明 工 使 歼 不 变 。 假定 这 一 点 已 经 证 明了, 进 
行 第 (和 步 : 记 工 = 玉 +Fz, 利用 F 是 代数 闭 这 一 事实 , 找 出 z 的 一 
个 特征 向 量 w EW (关于 z 的 某 一 特征 值 )， 则 we 显然 是 五 的 公 
共 特 征 向 量 ( 且 和 可 以 扩张 成 卫 上 的 线性 函数 ， 使 w.oo= 和 (oo 
vwED). | 

余下 的 是 证 明 工 使 玉 不 变 . 设 wEV, xEL 为 了 了 检 恰 
2.2 是 否 在 柬 内 , 任 取 一 个 yE 下 有 目 验 看 

.一动 :一 [oo Y .w=A S.A Le, YI)w.: 
应 该 证 明和 ^([z, Wj) 一 0. 为 此 , 固定 wEW, zEL 设 w>0 是 使 
得 ww x.w,…, 好 . 九 线 性 相关 的 最 小 整数 ， 令 厂 ! 是 六 内 由 记 
WW, oo, 1. 张 成 的 子 空间 (Wo=0)， 则 dim W.=n, Wa 
Wsnb>0), 且 ww 将 WW, 映 到 到 ,内 很 易 验 证 每 一 个 yE 玉 都 
使 各 个 刺 ! 不 变 、 关 于 Ws 的 基 好 .0 …， rl 我 们 可 以 断 
定 yE 将 被 表 成 一 个 上 三 角 阵 ， 其 对 角 元 等 于 (KW)， 这 一 点 可 
从 下 面 的 同 余 式 立即 推 得 . 
yr'.w=AY) si. (mod W,) (*) 
为 了 证 明 这 一 同 余 式 , 对 6 使 用 归纳 法 ， 在 i=0 时 是 显然 的 ， 记 
YP. = Yow 1 = wyy 1 — [%, yo.20. 
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由 归纳 假设 ，y% .w= 入 (9)z 人 1 十 WW' (WEW-1)， 因 为 z 将 
Ww 上映 到 琴 ; 内 (由 歼 , 的 构造 即 可 知 ), 所 以 人) 对 所 有 的 均 成 
立 ， 

按照 刚才 所 描述 的 yE 丰 在 WV, 上 的 作用 方式 ,有 了 ?rw,(9) = 
mn 入 (y)。， 特 别 , 这 对 形 如 [%, 轨 (z 同上 , 9yE 五 ) 的 大 的 元 素 也 正 
确 ， 但 xz, 9 都 使 殉 ，, 不 变 ， 所 以 [zw, 急 作用 在 丈 , 上 就 好 像 丈 。 
的 两 个 自 同 态 的 换 位 子 , 所 以 它 的 迹 等 于 0， 从 而 mnX([z, g]) =0. 
由 于 oharF=0, 所 以 和 A([%, ]) 一 0, 这 正 是 所 要 求证 的 . 自 

推论 A( 李 定理 ) 设 工 是 9I(7) 的 可 解 子 代 数 , dim 六 = 过 
适当 的 菇 使 荆 的 矩阵 是 上 三 角 的 .) 

证 使 用 上 述 定理 以 及 对 dim 了 运用 归纳 法 ， 量 

更 一 般 地 , 设 厂 是 任 一 可 解 李 代 数 ，$: 厂 >gI() 是 工 的 一 
个 有 限 维 表示 . 则 由 命题 3.1(c), $(L) 是 可 解 的 ， 从 而 它 使 一 
个 标志 不 变 ( 推 论 A). 举例 来 说 ， 如 果 由 是 伴随 表示 ， 在 五 下 不 
变 的 子 空间 所 成 的 一 个 标志 正 是 工 的 一 个 理想 链 ， 它 的 每 一 个 理 
想 关 于 后 一 个 的 余 维 数 都 是 1， 这 就 证 明了 ， 

推论 B 设 荆 是 可 解 的 ， 则 存在 工 的 一 个 理想 链 ，0= CC 
了 CC 一 了 使 得 dim yu= 公 是 

推论 C 设 卫 是 可 解 的 则 xzE [ILD] 意味 着 adzz 是 赛 夫 
的 、 特 别 ，[ZZ] 是 宕 零 的 . 

证 如 推论 B 一 样 , 找 出 一 个 由 理想 构成 的 标志 ， 对 于 工 的 
基 (oxz …，zo) ,其 中 (za …，2) 张 成 了 已，ad 厂 的 矩阵 在 tn，P) 
内 ， 从 而 [ad 荆 , ad 了] =adi[LD] 的 矩阵 位 于 tm F) 的 导 代 数 
n(n F) 肉 ， 所 以 关于 z6E [LL], adsz 是 等 零 的 ， 由 于 adizmz 也 
是 知 零 的 , 由 Engel 定理 ,所 以 [LD 是 短 零 的 . 是 


4.2，Jordan-Chevalley 分 解 


仅 在 本 小 节 中 ，ehar F 可 以 是 任意 的 为 了 引入 研究 线性 变 
换 的 有 力 工具 , 现在 暂时 高 开 正题 .读者 可 以 局 想起 , 代数 闭 域 上 
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的 单独 自 同 态 > 的 Jordan 标准 形 ， 是 指 把 z 表示 成 矩阵 形式 时 ， 
可 以 写 为 以 下 形状 的 块 的 直 和 : 


«a 1 0 
0 


因为 diag(c，…，a) 与 在 对 角 线 的 上 面 一 条 是 工 而 其 余 都 是 0 的 
千 零 矩阵 可 交换 ， 所 以 > 等 于 一 个 对 角 阵 再 加 上 -- 个 和 它 可 交换 
的 短 零 隆 ， 我 们 可 使 这 一 分 解 更 为 精确 化 , 如 下 所 示 . 

如 果 zE€ BndV(y 为 有 限 维 ) 在 F 上 的 最 小 多 项 式 的 根 各 不 
相同 , 则 称 zx 为 半 单纯 的 ， 当 F 为 代数 闭 域 时 ，zx 为 半 单纯 当 且 仅 
当 w 可 对 角 化 ， 由 于 两 个 可 交换 的 半 单 纯 自 同 态 可 以 同时 化 为 对 
角形 。 所 以 它们 的 和 与 差 仍 是 半 单 纯 的 (练习 2)， 又 , 如 果 = 是 
半 单 纯 的 , 且 将 六 的 子 空间 W 映 到 自身 内 , 则 显然 xz 在 本 上 的 
限制 也 是 半 单 纯 的 . 

命题 设 忆 是 FE 上 的 有 限 维 向 量 空 间 zxE Endy， 

(a) 存在 唯一 的 ww mmEEndF, 它们 满足 条 件 ; 一 zs 十 a as 
是 半 单 纯 的 ， zx。 是 筹 零 的 , 且 x4 和 zo 可 交换 

(b) 存在 一 个 不 定 元 的 多 项 式 p(T), g(T)， 它 们 没有 常数 
项 ， 且 使 得 zp(%)， Ts 一 g (2). 特别 地 ， ws 和 zw 与 所 有 能 和 2 
交换 的 任 一 自 同 态 可 交换 . 


2 于 工 间 ， 旦 将 依 聊 八 如 则 mw 相 mw 孔 


分 解 z=7z, 十 2% 称 为 z 的 (加 性 )Jordan-Chevalley 分 解 ,或 
称 为 Jordan 分 解 ,wz 和 xm 分 别称 为 > 的 半 单 纯 部 分 与 才 零 部 分 , 

证 设 aa， …， qx( 重 数 为 rm, …, ms) 是 xz 的 不 同 特征 值 ,于 
是 特征 多 项 式 是 卫 (T 一 a0)"， 若 了 =Ker(z 一 @.1)", 则 六 是 子 
空间 访 ,…, 了 Vr 的 直 和 , 县 每 一 子 空间 都 在 x 下 不 变 。 在 VV 上 ， 
显然 有 特征 多 项 式 (T 一 sa)™、 现在， 应 用 余数 定理 (孙子 定理 ) 
。22 。 


(对 环 F[T1) 找 出 一 个 多 项 式 p(T)， 它 满足 一 些 两 两 互 素 的 模 的 
同 余 式 , p(T 了) 三 m(mod《 了 T 了 一 6)”), p(T) 三 0(mod 了 )，( 注 意 : 当 
0 是 z 的 特征 值 时 ， 最 后 一 个 同 余 式 是 多 余 的 , 在 其 它 情况 下 , 了 了 
与 其 它 的 模 互 素 .) 置 9(T)= 了 一 p(T)，。 因 为 2(T)= 三 0(mod?), 
显然 p(T) 和 g(7T) 的 常数 项 都 是 0. 

置 z=p(%), xz 一 9(z)， 因为 它们 是 % 的 多 项 式 , 故 wv 与 4， 
可 互相 交换 , 它们 也 与 所 有 能 和 2 交换 的 自 同 态 可 交换 。 它们 也 
使 得 凡是 对 > 不 变 的 子 空间 保持 不 变 , 特别 地 , 使 以 不 变 。 同 余 
式 p( 了 了) 三 ai:(mod(T 一 gD)™) 说 明 对 所 有 的 全 和 一 o. 工 限制 于 了 
上 时 等 于 0 因此 x。 作用 在 让 ,上 时 其 有 单 重 特征 值 c， 从 而 是 对 
角形 的 .由 定义 z=z 一 z,, 显然 和 是 等 零 的 由 于 p(T), 9(7T) 
无 常数 项 , 立刻 就 能 得 出 〈c). 

余下 只 要 证 明 的 , 是 (a) 的 唯一 性 这 一 论断 ， 设 z=s 十 wn 是 另 
一 个 这 样 的 分 解 ， 则 有 2% 一 =n 一 xz。»。 根据 (b)， 这 里 出 现 的 自 同 
访 都 是 可 交换 的 ， 而 可 交换 半 单 纯 ( 或 割 零 ) 自 同 态 之 和 都 是 半 单 
纯 ( 或 筹 零 ) 的 , 但 只 有 0 才能 既是 半 单 纯 的 又 是 宕 零 的 . 这 就 所 
使 8=%,, n=z,. 时 

为 了 指出 为 什么 Jordan 分 解 是 一 个 有 价值 的 工具 , 要 看 一 个 
特殊 的 情形 . 考虑 李 代 数 9g[( 了 ) (7 有限 维 ) 的 伴随 表示 . 如 果 wE 
81(V) 是 赛 零 的 , 则 ad z 也 是 宪 零 的 ( 引 理 3.2)， 类 似 地 , 若 z 是 
半 单 纯 的 ， 则 adz 也 是 半 单 纯 的 ， 这样 来 证 明 它 ; 选取 六 的 一 组 
基 (wy,…, 0,), 使 2: 关于 它 的 矩阵 是 对 角形 的 : diag (ca，…，qn)， 
设 {ev} 是 891(P) 关于 (oa …，w) 的 标准 基 (1.2) :ey(wy) = Sjv, 
则 一 次 迅速 的 计算 ( 见 代 .2) 的 公式 (*)) 即 可 得 出 ad x(ey) = (a 一 
9)ey， 所 以 adw 关于 81(F) 中 所 选取 的 基 有 对 角 阵 . 

引 理 A 设 EEndF(dim 甩 <<co),z 一 和 十 如是 它 的 Jordan 
分 解 ， 则 adw=adz 二 ad x, 是 adz 在 End(EndyV) 内 的 Jordan 
分 解 

证 我 们 已 看 到 , ad zx 和 adw 分 别 是 半 单 纯 和 短 零 的 ,由 于 
[adw,, ad vr] =ad [zeraj] 一 0， 它 们 又 是 可 交换 的 、 然 后 即 可 应 用 
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上 述 命题 的 (a). 上 

还 有 一 个 有 用 的 事实 是 : 

引 理 BB ， 设 % 是 有 限 维 的 六 代数 ， 则 Der 氏 含有 它 的 所 有 元 
素 的 (在 End 外 内 的 ) 半 单 纯 部 分 与 睾 零 部 分 ， 

证 敬 8EDor 吕 设 0， oCRnd 针 是 它 的 半 单 结 部 分 与 雷 鸭 
部 分 ， 只 要 证 明 rcEDer 就 够 了 . 若 aEF， 置 吧 = 刀 E%| (8 一 
6a.1)z2=0 对 某 一 (与 有关 )}， 则 外 是 使 得 4 为 6 (或 0) 的 特 
征 信 的 的 直 和 ， 且 o 作用 在 9 上 相当 于 用 4 的 纯 量 来 法 ， 只 
”要 利用 对 wm YE 中 的 一 般 公式 ， 


(3 一 (gc 十 人 .1)*(zoy) = > (， J och 
.0 
(对 mn 使 用 归纳 法 , 很 易 验 证 这 个 公式 ) 即 可 证 明 对 任意 的 ,在 E% 
有 CMM06+sp， 现 在 若 % EE， yE, 则 由 于 wyEMWrs (zy 可 能 
等 于 0), 有 o(2y) == (g++05)zmy, 另 一 方面 ， 
(oo)y+z(oy) = (a tb)2y, 
因为 站 = TIM 是 直 和 , 从 而 o 是 一 个 导 子 ， 这 就 是 要 证 明 的 ， 重 


&.3， Cartan 准则 


我 们 现在 可 得 出 一 个 关于 李 代 数 工 的 可 解 性 的 判别 准则 ， 它 
是 以 工 的 菜 些 自 同 态 的 迹 为 基础 的 ， 显 然 , 如 果 [ZZ] 是 者 零 的 ， 
则 工 可 解 ( 这 是 推论 4.10 的 逆 )、 另 一 方面 , 根据 Engel 定理 说 
的 ; 当 ( 且 仅 当 ) 每 一 个 adizmw (wE [工厂 ) 为 军 零 时 , [LL] 是 宕 零 
的 ， 于 是 我 们 从 关于 一 个 自 同 态 的 寄 零 性 的 “ 迹 ” 的 判别 法 则 着 手 
讨论 . | 

引 理 设 4S3 是 gdim 天 <co) “00) 的 两 个 子 空 间 ， 置 
M= M ~ {eGE91(V) |[w,B] CA}， 假 如 )| tw， B]C4}， 假如 2%EM 对 所 有 的 yE 必 满足 
Zr(wmy) 二 0, 则 z 是 每 零 的 . 

证 设 xz 一 3 十 (8 一 oo % 一 ww) 是 ww 的 Jordan 分 解 ， 国定 玉 
的 一 个 基 91,，…, vm 关于 它 ,有 矩阵 diag 《qz …, sn)。 设 如 
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是 由 特征 值 cs，…， an 张 成 的 F 的 向 量子 空间 (在 素 域 Q 上 )、 现 
在 必须 证 =0, 或 等 价 地 , 证 召 =0， 因 为 五 在 Q@ 上 是 有 限 维 的 
《由 互 的 构造 可 知 ), 只 要 证 明 对 偶 空间 也 是 0 即 可 , 也 就 是 证 明 
任 一 线性 函数 :如 >Q 都 是 零 . 

对 给 定 的 f， 设 y 是 81(7) 的 元 素 ， 它 关于 已 给 基 的 矩阵 是 
diag(f(@1),…, f(am))， 如果 {ey} 是 91(7) 的 相应 基 , 我 们 在 
《4.2) 中 曾 看 到 : . 

ad 8(ey) 一 (qi 一 gf)e， ady(ey) = ( f (ay) 一 外 (cz) )ery。 
现在 设 r(T) EF[T] 是 没有 常数 项 的 多 项 式 , 且 对 所 有 的 如 j， 浒 
足 r(q 一 9) 一 f (ar) 一 f(ay)， 由 Lagrange 插值 公式 可 知 这 样 的 
7( 了 ) 是 存在 的 ， 而 且 在 指定 的 值 上 是 不 会 有 歧义 的 ， 这 是 因为 
qm 一 wy 一 Gx 一 意味 着 (由 于 f 是 线性 的 ) Fo) 一 Fa) = 了 (gy) 一 
flm)， 显然 ad y=7(ads). 

由 于 (4.2) 的 引 理 A, ads 是 adz 的 半 单 纯 部 分 , 所 以 它 可 以 
写成 aaz 的 没有 常数 项 的 多 项 式 ( 命 题 4.2)， 因 此 ady 也 是 ad 
的 没有 常数 项 的 多 项 式 、 根 据 假设 , adz 把 B 映 入 4,， 从 而 也 有 
ady(B)C4, 即 yE 必 .使 用 引 理 的 假设 可 知 Trlzy) =0, 于 是 
得 到 乙 wuf ap) 0 左边 是 如 的 元 素 的 Q@- 线 性 组 合 , 应 用 户 可 
得 之 f(a)?~0， 但 数 f(@) 是 有 理 数 ,所 以 它们 都 必须 等 于 0. 
最 后 , 因为 w 张 成 了 卫 故 必定 伍 等 于 0. 目 

在 叙述 可 解 准则 之 前 , 我 们 要 记 下 一 个 有 用 的 等 式 ; 车 xz, y, z 
是 有 限 维 向 量 空 间 的 自 同 态 , 则 

Tr([z, 2) =Tr(zfy, 4) (*) 

要 验证 这 一 式 子 , 只 要 看 [%, Yjz 一 29z 一 yxs, z[y, 2] 一 yz 一 
zy, 再 利用 Tr(y(xz)) =Tr((wz)y). 

定理 (Cartan 准则 ) ” 设 荆 是 9I(V) 的 子 代数 , 六 为 有 限 维 . 
假如 对 所 有 的 ZE [了 站，wED 总 有 rlwy) 一 0, 则 工 是 可 解 的 . 

证 ”如同 (4.8) 开始 时 所 指出 的 , 只 要 证 明 [ 工 是 者 零 的 即 
可 ， 即 只 要 证 明 [有 内 的 所 有 都 是 短 零 自 间 态 ( 引 理 3.2 和 
Engel 定理 ) ,为 此 , 我 们 把 上 面 的 引 理应 用 于 以 下 情形 ; 六 为 有 限 

“ es 


维 , 4=[LL], B= 上, 因而 人 ={r€E9I(V)|[z, CL[LD}. 显 
然 CM， 根 据 我 们 的 假设 Tr(l2y) 一 0， 对 wE€ [LL, yE 工 成 
立 , 而 为 了 从 引 理 得 出 每 个 zE [LD 为 舌 零 ， 还 需要 更 强 的 条 件 : 
Tr(wy) 一 0 对 xzE [LD], yEM 成 立 , 

现在 , 车 [z, 急 是 [ILD] 的 典型 生成 元 ， 是 车 zE 必 , 则 上 面 的 
等 式 (*) 说 明了 Tr([z, yz)=Tr(z[y, 习 )=Tr([y, zj2z)， 由 从 
的 定义 ，[y, 罗 € [LD], 所 以 根据 假设 可 知 右边 等 于 0. 是 ， 

推论 设 工 是 一 个 李 代 数 ， 使 Tr(adwady) = 0 对 所 有 的 
ZE [LE], yE 工 都 成 立 , 则 工 是 可 解 的 . ， 

证 -应 用 上 述 定 理 于 工 的 伴随 表示 , 可 知 aa 二 是 可 解 的 . 因 
为 Kerad 一 2Z(L) 是 可 解 的, 故 工 自己 也 是 可 解 的 (命题 3.1). 目 


练 “ 习 


1. 设 忆 = 和 (FF)。 使 用 李 定 理 以 证 明 Rad 工 8(L)， 从 而 得 出 工 是 半 
单纯 的 ( 见 练习 3,3). [注意 : Rad 工 位 于 工 的 每 一 个 极 大 可 解 子 代数 内 . 
选取 六 的 一 个 基 , 使 B= 上 NtCw, fF), 县 注意 到 B 的 转 置 也 是 荆 的 极 大 可 解 
子 代数 .从 而 可 得 RadLcLNbCn, F), 故 Bad 工 =2(Z),] 

2. 说 明定 理 4.1 的 证 明 在 素 特 征 数 的 情况 仍然 可 行 ， 只 要 dim 了 小 于 
charf. ， - 
3. 这 一 练习 说 明 当 F 有 素 特 征 数 ?> 时, 李 定 理 可 能 失效 ， 考 虐 2 xp 矩 


阵 : 
010 “0 
0010.… 0 
| , y=diag(0, 1, 2, 3, .…, p—1), 
0 1 . 
| 0 | 
验证 [2, 妇 一 x 于 是 zy 张 成 QI(p,，F) 的 一 个 2 维 可 解 子 代数 工 ， 验 证 zz 和 
9 没有 公共 特征 向 量 . 


4 当 p~2 时 , 练习 3.3 说 明了 在 束 特 征 数 2 的 域 上 的 自 同 态 的 可 解 李 
代数 不 一 定 具 有 由 罕 零 自 同 态 组 成 的 导 代数 ( 见 定理 4.I 的 推论 人). 对 任 
意 的 2 如 下 构造 推论 0 的 一 个 反例 : 从 练习 3 的 cI(p,『F) 出 发 , 作 向 量 
室 抽 的 直 和 你 一 了 工 十 F5 而 且 用 下 述 的 方法 把 丐 变 成 地 代数 : 规定 F? 是 bel 
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的 , 二 仍 保 持 它 自己 的 乘积 , 工作 用 在 F? 上 就 象 所 给 出 的 那样 .验证 性 是 
可 解 的 ,但 它 的 导 代 数 (一 Fz 十 F?) 不 是 等 零 的 。 

5. 若 z 9gEHndF 可 交换 ,证 明 (z 十 从 ,一 2 二 yo (zc 十 轨 s 一 加 十 加， 举 
例 说 明 若 x, y 不 能 交换 时 就 不 一 定 如 此 . 【首先 证 明 z, y 半 单 纯 ( 或 客 零 ) 
意味 着 z+y 半 单 纯 ( 或 宕 零 ) ,] 

6. 检验 (4.2) 末 尾 的 公式 (*). 

7， 证 明定 理 4.3 的 逆 . 

8， 注意 到 只 要 当 z, y 取 遍 工 的 基 时 检验 定理 4.3( 或 它 的 推论 ?的 假 启 
就 够 了 .对 练习 1.2 给 出 的 例子 , 通过 使 用 Cartan 准则 验证 它们 的 可 解 性 ， 

【附注 】 . . 

这 里 的 证 明 是 根据 Serre[1], 在 线性 代数 群 内 系统 地 使 用 Jordan 分 解 是 Chevs 
ley 中 开始 的 。 也 可 见 Borel [1], 那里 着 重 研究 了 李 代 数 的 加 性 Jordan 分 解 。 


5. Killing 型 
5.1. 半 单 纯 性 准则 
设 工 是 任 一 李 代 数 , 车 m 49E 了 ,定义 
x(%, Yy) =Tr(ad vady). 
则 * 是 也 上 的 一 个 对 称 双 线性 型 , 称 为 Killing 型 ， x 在 下 述 意 
义 下 是 结合 的 : x([zg 几 ，2) 一 x《w，[gyz])， 这 可 从 (4.8) 中 记 下 的 
等 式 推导 出 来 : 对 有 限 维 向 量 空间 的 自 同 态 w y, z, 有 
Tr([z, yz) =Tr(wly, 可 ) 
成 立 . 
以 后 要 用 到 下 述 引 理 : 
引 理 设 了 是 工 的 理想 , % 是 工 的 Killing 型 ,% 是 1 (被 看 
作 李 代数 ) 的 Killing 型 ， 则 MT 一 %|7x7。 
证 首先 , 在 线性 代数 里 有 这 样 一 个 简单 事实 : 如果 克 是 (有 
限 维 ) 向量 空间 六 的 一 个 子 空间 , 由 是 把 入 上 映 入 瑟 的 六 的 自 同 
态 , 则 了 Tr$ 一 Tr($|w)，( 要 证 这 一 点 ， 只 要 把 仇 的 基 扩 展 成 卫 
的 基 , 再 观察 $ 的 矩阵 , ) 现 在 车 %, yEI, 则 (ad zw) (ady) 是 荆 的 
自 同 态 ,， 它 把 工 映 入 了 故 它 的 迹 x(o 9) 与 (ada) (adg)|1= 
2 。 


(adio)(adio) 的 迹 xi(z, 9) 相等 外 

一 般 地 ， 一 个 对 称 双 线 性 型 B(z, y) 的 根基 5S 为 S~ {2€ 
工 |B(w, y) 一 0 对 所 有 YE 如 , 车 8=0, 则 称 B6 为 非 逮 化 的 ， 因 为 
Killing 型 是 结合 的 , 故 它 的 根基 不 仅 是 一 个 子 空间 , 而 且 还 是 工 
的 一 个 理想 ， 根据 线性 代数 , 实际 上 检验 非 退 化 性 的 方法 是 这 样 
的 : 取 定 五 的 一 组 基 x1,，…, zs， 则 % 为 非 退 化 的 当 且 仅 当 第 行 
j 列 的 元 素 是 x(z, 2)) 的 nxn 和 矩阵 有 非 零 行列 式 ， 

作为 一 个 例子 , 我 们 计算 红 (2, F) 的 Killing 型 ， 使 用 标准 
基 ( 练 习 2.1), 并 把 它 写成 (z, h, gy) 的 次 序 ， 这 些 矩 阵 成 为 


0 —2 0 
adh=diag(2, 0, —2), ad z=| 0 0 1 


0 0 0 
000 
ov- 0 | 
0 2 0 
0 0 4 
ma 8 中 行列 式 是 一 128， 因 此 x 是 非 退 化 
4 0 0 


.的 . 《只 要 cbarF 尖 2， 这 一 结论 总 是 正确 的 ,) 

回想 起 一 个 ( 非 零 ) 李 代数 工 被 称 为 半 单 纯 的 ,只 要 Rad = 
0， 这 等 价 于 要 求 荆 没有 非 零 Abel 理想 ， 实 际 上 , 任 一 这 样 的 理 
想必 须 含 于 根基 内 ; 而 反之 ， 在 根基 (如 果 非 零 ) 内 必 含 有 工 的 这 
样 的 理想 , 璧 如 说 , 只 要 取 Rad 工 的 导出 列 的 最 后 一 个 非 零 项 即 可 
( 见 练 习 3.1). 

定理 设 工 是 一 个 ( 非 零 ) 李 代数 , 则 | 厂 基 半 单纯 的 当 且 仅 当 
它 的 Killing 型 是 非 退 化 的 ， 

证 首先 设 Rad 卫 =0, 若 8 是 x 的 根基 ， 由 定义 ， 

Tr(adzady)=0 

对 所 有 zE€8, yE 工 (尤其 是 对 yE [LSS]) 都 成 立 ， 按 照 Oantan 准 
则 (4.8), aBzS 是 可 解 的 , 从 而 S 是 可 解 的 ， 但 在 上 面 已 模 过 2 
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是 工 的 理想 , 故 SCRad 工 0 即 * 是 非 退 化 的 . 

反之 , 设 8=0.， 为 了 证 明 工 是 半 单 纯 的 , 只 要 证 明 工 的 每 个 
Abel 理想 含 于 8 内 即 可 .假如 zE1l, yEL, 则 adsady 映 射 
LT>L>J, 且 (adzady)? 把 工 映 到 [I 了 ] =0。 这 意味 着 adzady 
是 宕 零 的 ， 所 以 0=Tr(adwad 幼 =x( 四， 从 而 TCS=0。，( 后 
半 部 分 证 明 即 使 在 素 特 征 数 的 情况 仍然 有 效 (练习 6). ) 量 

这 一 证 明 指出 了 总 是 有 SCRad, 但 反 过 来 的 包含 不 一 定 成 
立 ( 练 习 你 . 


5.2. 荆 的 单纯 理想 


首先 给 出 一 个 定义 : 车 I，… ,到 是 可 代数 万 的 理想 且 工 - 
五 十 … 士 厂子 空间 的 直 和 ), 则 称 二 是 理想 石 ，…, 大 的 直 和 ， 这 
一 条 件 迪 使 当 xj 时 有 [TCDn 厂 =0( 从 而 李 代数 万 林 被 看 
成 由 李 代数 二 在 向 量 空间 直 和 的 基础 上 再 按 分 量 定义 李 滋 积 而 
得 到 ). 记 工 = 了 1@…@1 

定理 车 工 是 半 单纯 的 ， 则 存在 荆 的 理想 石 ，…， I， 它 们 
都 是 单纯 的 (作为 李 代数 ), 且 使 得 工 五 @…@L， 又 , 工 的 每 一 
个 单纯 理想 都 与 中 的 一 个 重合 ， 此 外 ， 的 Killing 型 是 x 在 
二 X 工 上 的 限制 . 

证 作为 第 一 步 , 设 I 是 工 的 任意 理想 ， 则 由 于 x 的 结合 
性 , = 攻 ELl|x(w, y) 0 对 所 有 的 yET)} 也 是 一 个 理想 ， 把 
Cantan 准则 应 用 到 李 代数 了 上 ， 可 看 出 万 的 理想 ThZL 是 可 解 
的 (于 是 等 于 0). 又 因 dim 了 +dim 7=dim 必定 有 研 = 7 

现在 对 dini 工 进行 归纳 以 得 到 所 需 的 单纯 理想 的 直 和 分 解 
如 果 工 没有 非 零 真 理想 , 则 工 自 己 已 是 单纯 的 ， 否 则 , 设 五 是 极 
小 非 零 理想 ， 由 上 段 所 述 ， 可 得 也 = 五 四 下 ， 特 别 , 五 的 任 一 理 
想 也 是 荆 的 理想 ， 所 以 I 是 半 单 纯 的 (由 极 小 性 ， 可 知 是 单纯 
的 )， 同 样 的 理由 可 知 Lt 是 半 单纯 的 ， 根据 归纳 假设 ， 它 可 分 角 
成 单纯 理想 的 直 和 。 这 此 单 绝 理想 也 是 了 的 开 入 此 印 可 相 
卫 的 分 解 。 . 和 和 
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然后 还 必须 证 明 这 些 单纯 理想 是 唯一 的 . 如 果 了 是 卫 的 任 
一 单纯 理想 , 则 [IZ] 也 是 工 的 理想 ， 因 为 Z(ZD) 一 0， 放 [是 
非 零 的 , 这 就 必须 民有 二 JT， 另 一 方面 ， 

[I = LI] ©®:…OLD), 

故 除了 一 个 加 项 外 ， 其 余 的 却 项 必定 都 是 0。 假 定 [1] = 则 
TCL, 且 T= 工 (因为 荆 ,是 单纯 的 ). 

定理 的 最 后 一 个 论断 从 引 理 5.1 即 可 得 到 . 莘 . 

推论 车 荆 是 半 单 纯 的 , 则 工 = [L， 且 所 有 的 擂 想 以 及 工 
的 同 态 像 都 是 半 单 纯 的 (或 0)、 此 外 , 工 的 每 一 理想 是 L “的 基 贞 些 
单纯 理想 之 和 、 量 


5.3. 内 导 子 


由 Kiling 型 的 非 退 化 性 可 得 到 一 系列 的 重要 结论 ， 在 讲 
述 这 些 结论 之 前 , 先 回 忆 一 下 练习 2.1 的 结果 : ad 工 是 Der 
内 的 理想 (对 任 一 李 代数 五 ， 它 的 证 明 只 依赖 于 简单 的 观察: 
[6,.adz] =ad(3z)， wEL, EDerL. (*) 

定理 车 工 是 半 单 纯 的 , 则 ad 也 = Der 工 ( 即 工 的 每 一 导 子 都 
是 内 导 子 ). 

证 由 于 工 是 半 单 纯 的 , 2(ZL) 0， 所 以 I>ad 荆 是 李 代 数 
的 同 构 ， 特 别 地 ,， 履 ~ad 工 有 非 退 化 的 Killing 型 (定理 5.1). 车 
DDer 荆 ,根据 以 上 (*) 式 可 知 ，[D, MM] CM， 这 意味 着 (由 引 理 
5.D)xw 是 力 的 Killing 再 xp 在 Mx3 上 的 限制 ， 特 别 , 若 1= 
M+ 是 在 xp 下 与 M 垂直 的 也 的 子 空间 , 则 由 xx 的 非 退 化 性 , 迫 
使 InM=0. 但 T 和 是 万 的 理想 所 以 [ M]=0 如 果 
3E1, 则 由 (*), 迫使 ada(3zc) =0 对 所 有 wE 工 成 立 , 又 因为 ad 是 
一 一 的 , 必须 Siz=0 (wE 世 所 以 83=0， 结 论 是 , T=0, Der 工 ~ 
M=adL. 8 


5.4. 抽象 Jordan 分 解 


定理 5. 3 可 被 用 来 在 任意 半 单纯 李 代数 荆 里 引 出 抽象 Jordam 
"M0. 


分 解 。 回想 起 ((4.2) 引 理 B) 如 果 久 是 任 一 有 限 维 F- 人 代数， 则 
Der 外 包含 它 的 一 切 元 素 在 End 多 里 的 半 单 纯 部 分 与 者 堆 部 分 . 
尤其 是 因为 Der 荆 与 ad 荆 重合 (5.8), 此 时 I>ad 工 是 一 一 的 , 故 
每 个 zE 工 确定 了 唯一 的 s nEL， 使 得 adz=ads+adn 是 aag 
(在 End 工 内 ) 的 通常 的 Jordan 分 解 . 这 也 意味 着 2 一 8 十 四 
[sm] 0, s 是 ad- 半 单纯 的 ( 即 ads 半 单纯 )，m 是 ad- 短 零 的 ， 我 
们 记 8==z。, n=z。, 且 称 之 为 x 的 半 单 纯 部 分 和 医 零 部 分 . 

细心 的 读者 在 这 里 可 能 会 提出 异议 ， 当 荆 是 线性 李 代 数 时 ， 
ws zs 会 产生 混淆 .以 后 在 (6.4) 中 将 会 证 明 , 刚才 得 出 的 z 的 抽 
象 分 解 实际 上 是 与 这 样 情 况 下 通常 的 Jordan 分 解 相 一致 的 ， 目 
前 我 们 只 满足 于 对 特殊 情况 工 = 红 ( 有 ) (7 为 有 限 维 )， 指 出 上 述 
结论 是 正确 的 ， 记 wzE 了 在 EndF 内 的 通常 Jordan 分 解 为 “及 
zs 十 om。 因为 mm 是 塞 零 自 同 态 , 它 的 迹 为 0， 所 以 z,EL， 这 使 得 
2 的 迹 也 是 0, 所 以 xEI，。 此 外 ad gryz。 是 半 单 纯 的 ((4.2) 的 
引 理 A)， 所 以 adzw 更 加 是 半 单 纯 的 ， 类似 地 , adz zs 是 塞 零 的 ， 
且 [ady%, adz wn] =adz[vvs] =0， 由 于 五 内 抽象 Jordan 分 解 的 
唯一 性 , z= 和 十 za 必定 就 是 这 一 分 解 ，. 


练 习 


1. 证 明 车 工 是 筹 零 的 , 则 工 的 Killing 型 但 等 于 0. 

2. 证 明 工 为 可 解 的 当 且 仅 当 [LL] 位 于 Killing 型 的 根基 内 ， 

3. 设 工 是 2 维 非 al abelian 李 代数 (1.4)， 它 是 可 解 的 证明 三 有 非 平凡 
的 Killing 型 ， ， 

4. 设 工 是 练习 1.2 的 3 维 可 解 地 代数 ， 计算 它 的 Kuling 型 的 根基 . 

.5. 设 L~81(2, F)， 计 算 工 的 标准 基 关 于 Kiling 型 的 对 个 基 . 

“6. 设 charF 一 p 厌 0， 证 明 当 它 的 Killing 型 非 退 化 时 , 工 是 半 单 纯 的 。 
举例 说 明 反 之 不 对 . [观察 当 charF~3 时 ， (3, P 关于 它 的 中 心 的 商 代 
数 .] 

7. 关于 如 (3, F) 的 标准 基 , 计算 的 行列 式 ， 哪个 素数 能 除 尽 它 E? 、 

8. 设 =I1@…@L, 是 半 单 纯 李 代数 工 到 它 的 单纯 理想 的 分 解 . 证 
EL 的 半 单 汪 部 分 和 吞 零 部 分 分 别 等 守 肥 在 各 个 内 的 分 量 在 荆 内 的 
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半 单 纯 部 分 与 等 零 部 分 之 和 。 


【附注 】 
即使 在 素 特征 数 的 情形 ，Kinling 型 的 非 退 化 性 也 对 李 代数 的 结构 有 家 强烈 的 影 


响 . 见 Seligman[1], Pollak[1], Kaplansky[1]. 


6. 表示 的 完全 可 约 性 


在 本 节 内 , 除去 特别 申明 的 以 外 , 所 有 的 玫 示 都 是 有 限 维 的 , 

我 们 将 要 通过 伴随 表示 来 研究 半 单 纯 李 代数 ( 见 §8). 后 面 
将 会 证 实 , 工 由 很 多 个 31(2, F) 的 同 构 像 结集 而 成 ， 为 了 研究 工 
的 这 样 一 个 3 维 子 代数 的 伴随 作用 , 我 们 需要 关于 红 (2, F) 的 表 
示 的 更 精确 的 信息 ， 这 将 在 后 面 的 87 内 给 出 ， 我 们 先 证 明 一 个 
关于 任意 半 单 纯 李 代数 的 表示 的 一 个 重要 的 一 般 定理 ( 它 是 属于 
Weyl 的 ). 


6.1. 术 


设 工 是 李 代 数 , 在 使 用 模 的 语言 时 ， 同时 也 使 用 (等 价 的 ) 表 
示 的 语言 往往 更 方便 一 些 。 如 同 在 其 它 代数 理论 里 一 一 样 , 有 一 
个 自然 的 定义 . 向 量 空 间 六 被 赋予 一 个 运算 工 xV>V ( 记 为 
(wz, 9)Pz.9 或 zo) 后 , 如 果 潢 足下 述 条 件 ， 则 被 称 为 一 个 Z- 模 : 

(M1) (azt+by) .v=a(w.v) + by.o0), 

(M2) vw, (00+ by) =a(2.v) +2(s.), 

(M8) [gy] .v=%.9.90—Yy.v.v. 

(zz YET; v, WEV; a, DEF)， 

例如 ， 若 岁 :7~>9I(F) 是 万 的 表示 ， 则 玉 可 以 看 作 一 个 万 模 ， 
2.9 一 路 (z) (o)， 反 之 ， 给 出 一 一 个 三 模 天 这 一 等 式 定义 了 一 个 表 
示 : $9:L>91(7). 

工 - 模 同 态 是 一 个 线性 映射 办 : V->WW, 使 得 上 (2.2) =z.$(v). 

这 样 一 个 同 态 的 核 就 是 六 的 一 个 二 子 模 (而 且 标 准 同 态 定理 完 

全 可 以 适用 ). 当 多 又 是 向 量 空间 同 构 时 ， 我 们 称 它 为 元 - 模 周 构 ， 
此 时 ， 就 说 这 两 个 模 提供 工厂 的 等 价 表示 。 五 - 模 矿 如果 只 存 两 
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个 子 模 ( 它 本 身 与 00)， 则 称 为 不 可 约 的 ， 我 们 不 把 零 继 向 量 空 间 
看 作 不 可 约 的 三 模 。 但 被 也 作用 于 其 上 的 (可 能 是 平凡 的 ) 一 维 
空间 却 可 被 称 为 不 可 约 的 .如 果 六 是 不 可 约 的 十 于 模 的 直 和 ， 
或 等 价 地 (练习 外 ,的 每 一 个 信子 模 玉 有 一 个 余子 模 卫 ' 
《即使 得 六 = 玉 @@W' 的 厂子 模 ), 则 称 六 为 完全 可 约 的 。 当 丙 ， 
W' 是 任意 小 模 时 , 我 们 当然 能 把 它们 的 直 和 作成 一 个 矿 模 ， 即 
定义 xz.(w, w) 一 (z.w, zw.w)， 这 些 概 念 都 是 标准 的 ， 且 当 
dimV =oo 时 也 有 意义 ， 当 然 , 术语 “不 可 约 ” 与 “完全 可 约 ” 被 等 
价 地 应 用 于 工 的 表示 .上 . 

给 出 了 一 个 表示 $9:L->91(V), 则 由 9$(I) 在 EndV 内 生成 
的 结合 代数 ( 带 了 1) 使 得 所 有 关于 工 不 变 的 子 空间 保持 不 变 、 因 而 
关于 结合 环 上 的 模 的 所 有 通常 的 结果 (譬如 Jordan-H6lder 定理 ) 
对 荆 仍 适用 . 为 了 以 后 的 使 用 , 我们 复述 一 下 著名 的 Sehur 引 理 ， 

Schur 引 理 设 $:I>91(V) 是 不 可 约 的 ， 则 能 与 所 有 
四 (zw) xzE 了 ) 交换 的 六 的 自 同 态 只 有 纯 量 . 自 

关于 伴随 表示 , 工 自 己 就 是 [ 模 ，I- 子 模 就 是 一 一 个 理想 ， 所 
以 单纯 代数 卫 作为 元- 模 是 不 可 约 的 , 而 半 单 纯 代数 是 完全 可 约 的 
(定理 5.2). 

.为 了 以 后 的 使 用 ， 我 们 要 提 一 下 两 种 从 旧 的 万 模 作 出 新 的 
三 模 的 方法 . 设 六 是 二 模 , 则 对 侦 空 间 六" 也 可 变 成 万- 模 ( 称 为 
对 偶 模 或 反 印 模 ), 这 时 我 们 对 EV', vEV, wE 荆 定义 

(2.f)(v) = ~—f(w.v). 
公理 (M1), (M2) 是 明显 的 ， 现 在 检验 (M3). 
([zy].f) (0) = —f([y].%) 
f(t.Yy.0—Yy.r.v) 
=—f(2.y.v)+/f(y.s.v) 
= (2.f)(Y.0) — (y.f) (2.2) 
=~—(y.2.)(V) + (2.y.f) (0) 
: =((2.9—Yy.%2).f) (2), 
若 V, W 是 左 模 , 令 V@W 是 底 向 量 空间 在 F 上 的 张 量 积 ， 
。33 。 


间 亿 起 当 天 歼 有 基 (o，… wm) 和 (ws …， am) 时 , 则 GOP 有 
一 个 由 mm 个 向 量 wo 构成 的 基 ， 读 者 可 能 知道 ， 从 群 好 的 两 
个 模 如 何 给 出 它们 的 张 量 积 的 模 结 构 ， 在 生成 元 v@w 上 ， 要 求 
9. (V60w) 一 g.vC9g.。 而 对 于 李 代 数 , 正确 的 定义 是 通过 对 它 
“微分 ”而 得 到 的 : z. (vw) =z.v@w 十 oC@z.w， 与 前 面 一 样 , 可 
验证 的 关键 公理 是 (M3)， 
[zy] . (vw) = [2y] .vw vO [Lay] .ww 
一 (2.4.0 一 9g.2.0)GCUOTVGQ(z.4 VY.2.W) 
一 (2.4.VCOw 二 CQz yo) 
一 (9g.2.4G20 二 0OGD0.2W)， 
展开 (z.y 一 y.z).(vCw) 可 得 到 同 祥 的 结果 . 
给 出 F 上 一 个 向 量 空间 六 后 , 存在 一 个 标准 的 ( 且 非 常 有 用 
的 ) 向 量 空间 的 同 构 ，F"GQF 一 End， 它 把 典型 生成 元 J@v(f€ 
VV", 2EF) 对 应 到 一 个 自 同 态 ， 此 自 同 态 在 wEz 太 上 的 值 是 
f(w)»， 要 证 明 这 确实 建立 了 一 个 满 同 态 "GOF 一 EndyF 只 不 过 
是 一 件 例行公事 (使 用 对 偶 基 ). 由 于 两 边 的 维 数 都 是 m(n= 
dimF), 它 必 定 是 一 个 同 构 . 
现在 如 果 玉 (从 而 三 ) 还 是 关于 加 法 的 一 个 厂 模 , 则 天 @F 
按 上 述 做 法 构成 一 个 大 模 . 因而 通过 同 构 玫 示 ， 也 能 把 kndyV 看 
作 一 个 矿 模 ， .工作 用 在 Endy 上 也 可 直接 描述 如 下 . 
(zf V8) —f (v.90), z EL, fEEndV, svEV 
(请 验证 ! )、 更 一 般 地 , 车 玉生 是 两 个 厂 模 , 则 工作 用 在 线性 
映射 的 空间 HHom(F, WW) 上 的 规则 为 ， 
(2.f) (20) =%.f(0) —f (wv). 
(这 来 源 于 Hom(V, 到 ) 与 V*@W 之 间 的 同 构 .) 


6.2， 表示 的 Casimir 元 素 


在 $5 中 我 们 利用 了 可 解 性 的 Cantan 准 则 以 证 明 半 单纯 李 代 
数 有 非 退 化 的 Killing 型 ， 更 一 般 地 , 设 工 是 半 单 纯 的 , 有 g :7 一 
4L( 及 是 工 的 一 一 表示 ， 定 义工 上 的 一 个 对 称 双 线 性 型 
34 。 


Ble, 殷 =Zr(g(o)g()) 
由 于 (4.3) 的 等 式 (*), 型 6 是 结合 的 ， 所 以 它 的 根基 有 是 卫 的 一 
个 理想 ， 些 外, B 是 非 退 化 的 : 事实 上 定理 4.3 已 证 明了 (9) 兰 人 
是 可 解 的 ， 所 以 S=0。( 对 $=ad 的 特殊 情形 ，Killing 型 就 是 
B.) 

现在 设 工 是 半 单 纯 的 ，B6 是 工 上 的 任 一 非 退 化 对 称 结合 双 线 
性 型 ， 若 (m4,，…,z。) 是 荆 的 一 个 基 , 则 存在 关于 的 唯一 确定 的 
对 偶 基 (gy,…， 9,), 满足 6B(w yy) =0y。 若 2EZ 则 可 以 记 

[zed = os, . 
且 [ey] = 哆 byy， 利 用 的 结合 性 , 我 们 作 以 下 计算 : 
4% = 之 ayB (vs, Ys) = B( [we], yz) = B(— [zi%], yx) 
= Bl%, 一 [zyx]) = - 字 bxrsB wi, ys) 一 — bm, 
设 $: x01(V) 是 工 的 任 一 表示 , 记 
os(B) = 之 PoP) EEndV 
(wm, yi 跑 忆 关于 B 的 对 偶 基 ). 利用 等 式 (在 EndV 内 ) [xw, yz] = 
[w， yjz+gy[z, 2] 以 及 Wr 一 一 Di (对 zs€L), 可 得 . . 
[$x), cs(B)] = 之 [$l%), CACHDILACA, 
+ (eo) [$e), $yO)] 
~ 售 a (21) $Y) + 他 bp (Tp YI) 一 0. 
换 名 话说, os (8) 是 与 $CZ) 可 交换 的 了 的 委 同 态 . 

把 上 面 的 话 归 在 一 起 , 设 $:L->91(7) 是 一 一 表示 , 具有 ( 非 
退化 的 ) 迹 型 8(z, 9) 一 了 r(gp(z)$(y))， 此 时 , 取 定 工 的 一 个 基 
(z1, “"y zs) 后 ， 把 cs(B) 简 写 为 0C4 且 称 它 为 史 的 Casimir 元 素 . 
它 的 迹 是 > Tr($ (2) Gy)) = 之 BE(z，%) = 一 dim 石 关 0， 当 中 为 
不 可 约 时 ， 由 Sohur 引 理 (6.1) 可 知 os 是 一 个 纯 量 (等 于 dim 也/ 
dim), 此 时 可 以 看 到 o 与 所 选取 的 荆 的 基 无 关 . ， | 

例 = 红 (2,P),V=F’, 中 是 恒 等 映 射 区 >6IGOD。 设 (@ 有 

ss35:。， 


人 是 二 的 标准 基 (3.1)， 这 立即 可 看 出 : 关于 迹 型 的 对 偶 基 是 (y， 


喜 久 2), 所 以 


0 一 2y 十 诗 如 yo 一 ( 的 g/ ) 
注意 8/2=dim 革 /dim 了, 

当 不 是 一 一 表示 时 , 需要 作 微 小 的 改变 。 Kerg 是 荆 的 一 
个 理想 , 廊 以 是 某 些 单纯 理想 之 和 (推论 5.2). 用 表示 余下 的 
单纯 理想 之 和 (定理 5.2)、 这 样 办 限制 于 上 是 了 的 一 一 表示 ， 
然后 我 们 再 按 上 述 的 做 法 进行 构造 (使 用 5 的 对 偶 基 )， 廊 得 的 
EnaF 玉 的 元 素 仍 称 为 风 的 Oasimir 元 素 , 记 为 mw。 显然 它 与 
$(Z) 一 $CZL) 可 交换 . | 

最 后 要 讲 一 名 为 方便 起 见 ， 假 定 我 们 遇 到 的 是 万 的 一 一 表 
示 , 这 相当 于 研究 工 的 某 个 ( 半 单 纯 ) 理 想 的 表示 ， 若 五 是 单纯 
的 ， 那 未 只 有 一 维 模 ( 此 时 工 的 作用 是 平凡 的 ) 或 模 0 才 不 是 一 一 
的 . 


6.3， Weyl 定理 


引 理 设 $:Z>8l(V) 是 一 个 半 单 纯 李 代数 也 的 表示 ， 则 
$C3ICV)， 特 别 地 , 工 在 任 一 个 一 维 模 上 的 作用 是 平凡 的 . 

证 利用 卫 = [也 站 (5.2) 以 及 红 (7) 是 aI(V) 的 导 代数 代数 这 
些 事实 ， 上 是 

定理 (Weyl) 设 $:L->91(7) 是 一 企 灶 单纯 李 代 数 的 (有 限 
维 ) 表 示 , 玫 关 0， 则 几 是 完全 可 约 的 . 

证 我 们 先 从 六 有 一 个 余 维 数 为 I 的 关子 模 歼 这 一 特殊 
情形 着 手 讨 论 。， 由 引 理 , 工作 用 在 /WW 上 是 平凡 的 ,我 们 可 把 这 
个 模 记 为 上 而 不 致 引起 读者 误解 ， 于 是 0-> 太 ->->F->0 是 正 合 
的 ， 对 歼 的 维 数 应 用 归纳 法 ， 能 够 把 这 一 情形 化 简 到 本 为 不 可 
约 六 模 的 情形 .可 以 这 样 约 化 : 设 环 ' 是 钱 的 非 零 实 子 模 ; 这 样 
就 得 到 一 个 正信 序列 : 人 > 卫 / 歼 一 基 / 砚 一 F->0， 由 归纳 假 投 , 这 
“ 36。 


一 序列 是 “分 裂 * 的 ， 即 存在 V/WW' 的 一 维 I 子 模 ( 记 为 仿 /W')， 
它 是 歼 / 王 ' 的 余子 模 ， 这 样 我 们 得 到 另 一 个 正 合 序列 . 0-> 厂 一 
孵 ->F->0， 这 一 情形 类 似 于 原始 的 情况 ,只 不 过 dimW'<dimW， 
所 以 归纳 假设 就 给 出 了 一 个 (一 维 ) 子 模 互 , 它 在 他 内 是 W' 的 余 
子 模 : 仿 =W'@® 邓 : 但 
V/W'=W/W'®FR/W. 、 
因此 严 = 琴 四 和 这 是 因为 它们 的 维 数 之 和 等 于 dim 六, 且 
WN 了 =0. 
现在 我 们 可 假设 WW 是 不 可 约 的 (不 失 一 般 性 ， 也 可 假设 工作 
用 在 六 上 是 一 一 的 ). 设 0=0, 是 上 的 Casimir 元 素 (6.2)， 因 
为 0 与 $(L) 可 交换 ，e 实际 上 是 玉 的 万 - 模 自 同 态 ， 特 别 地 ， 
o()C 丽 且 Kere 是 太 的 太子 模 ， 因为 工作 用 在 /WW 上 是 平 
见 的 ( 即 风 ( 卫 ) 把 亚 映 入 刺 )，o 也 必须 如 此 ( 它 是 元 素 由 (z) 的 可 
积 的 线性 组 合 )， 所 以 6 在 /所 上 的 迹 是 0， 另 一 方面 , o。 作用 
在 不 可 约 三 模 酌 上 相当 于 一 个 纯 量 (Sehur 引 理 )， 这 一 纯 量 不 
能 等 于 0， 否 则 就 迫使 rr(o) 一 0, 这 与 (6.2) 的 结论 相 矛 盾 ， 所 
以 Kero 是 矿 的 一 维 太子 模 , 它 与 三 的 交 只 有 0. 这 正 是 我 们 所 
需要 的 WW 的 余子 模 . 
现在 我 们 可 以 转向 一 般 情形 ， 假 设 三 是 六 的 任 一 子 模 , 0-> 
W—>V>V1W>0， 设 Hom(P, 刺 ) 是 线性 映射 了 -> 机 的 空间 ， 
看 作 一 个 矿 模 (6.1， 设 洲 是 Hom(F， 肌 ) 的 一 个 子 空间 ， 它 
由 限制 在 矿 上 相当 于 纯 量 乘法 的 映射 所 构成 ，2 实际 上 是 一 个 
1 一 子 模 ， 车 f|w=a.l1w， 则 对 EL, wEW, 
(2.f) (Ww) =£. fw) —f (8.w) =0(8.0) —a(%.w) =0, 
所 以 z.flw=0， 设 WY 是 洲 的 子 空间 , 它 由 限制 在 石上 等 于 0 
的 映射 了 所 组 成 ， 则 上 面 的 计算 证 明了 WY 也 是 一 个 二 子 模 , 而 
且 工 把 沪 映 入 VW， 此 外 XY/W 的 维 数 是 1, 这 是 因为 每 一 个 
JEY 由 一 个 纯 量 f|w 所 确定 (关于 模 %D7， 这 样 我 们 恰好 得 到 
了 前 面 已 处 理 过 的 特殊 情形 ，0-> Xp ->Y->F->9.，: 
按照 证 明 的 第 一 部 分 , 有 一 个 W 的 一 维 余子 模 . 设 它 由 
的 


f:V>W 所 张 成 , 则 乘 以 非 零 纯 量 后 , 我 们 可 假设 /lv= 1w， 亩 二 
零 化 /就 等 于 说 0= (z.j(o) =z.j(o) 一 Fe.W， 即 广 是 一 个 到 
同 态 ， 所 以 Keryj 是 矿 的 太子 模 ， 因 为 了 把 矿 映 入 二, 且 在 琴 
上 的 作用 相当 于 1w 因此 推 得 也 ~W@Kerf， 这 正 是 要 求证 
的 . 目 


6.4， Jordan 分 解 的 保持 


Weyl 定理 对 于 研究 半 单 纯 李 代数 五 的 表示 当然 是 基本 的 . 
这 里 我 们 要 给 出 一 个 更 直接 的 应 用 , 即 要 证 明 抽象 的 Jordan 分 解 
(5.4) 是 与 工 的 各 种 线性 表示 相 容 的 . . 

定理 设 LC9I(V) 是 半 单 纯 线性 李 代数 ( 术 为 有 限 维 的 ). 
则 工 含有 它 的 所 有 元 素 在 91(7) 内 的 半 单 纯 部 分 与 堵 堆 部 分 ， 特 
别 地 , 工 的 抽象 Jordan 分 解 与 通常 的 Jordan 分 解 是 一 致 的 . 

证 后 一 个 断言 可 从 前 一 个 断 盲 推 得 ， 因 为 各 个 类 型 的 
Jordan 分 解 是 唯一 的 (4.2， 5.4). 

设 wE 工 是 任意 的 ， 在 8g1(V) 内 有 Jordan 分 解 T= Vet pn. 
只 要 证 明 ze，m 在 二 内 就 够 了 ， 因为 adaz(Z)C 五 所 以 由 命题 
4.2(c), ad ws (LD) CCL, ad wa( 荆 ) CLD, 这 里 ad ~ adorcy,. 换 名 话说， 
oo ac Nat) 也) 一 六 ， 它 是 81(V) 的 一 个 李子 代数 , 且 含 有 工作 
为 理想 。 如 果 我 们 能 证 廊 - 工 , 那么 问题 就 解决 了 ， 然 而 , 这 是 办 
不 到 的 ， 因 为 二 C 红 (Z) ( 引 理 6.3) 而 纯 量 含 于 广内 但 不 在 五 
内 ， 所 以 我 们 要 使 2%, ws 位 于 比 W 更 小 的 子 代 数 内 ,而 且 这 个 
子 代数 又 能 被 证 明 等 于 五 如 果 刻 是 琅 的 任 一 个 厂子 模 ， 
定义 

Tw~{yEgIV) ly (WCW, BTr(y|w)=0). 
例如 ,LvsI(V)。 因 为 荆 = [ 工 甩 ,显然 荆 位 于 所 有 这 样 的 IL 
内 . 设 志 是 太 与 所 有 这 样 的 空间 Zr 的 交集 ， 显 然 玉 是 六 的 
也 代数 ， 它 包含 石 作 为 理想 (但 请 注意 ， 厂 并 不 包含 纯 量 )、 不 
仅 如 此 ， 而 且 当 wE 厂 时 ,zw mm 也 在 Dr 内 ,从 而 在 亚 内 
余下 的 混 证 明 工 = 姜 ， 开 是 一 个 存 限 维 厂 模 Weyl 定 理 

:8. 


(6.8) 允许 我 们 每 成 万 = 也 +M, 其 中 1 是 太子 模 , 并 且 这 是 直 
和 .但 [区 c 工 (因为 到 CN)， 所 以 工作 用 在 用 上 是 平凡 
的 . 令 歼 是 入 的 任 一 不 可 约 太子 模 . 若 yEM， 则 [L, =0, 
故 根据 Schur 引 理 可 知 , y 作用 在 下 上 相当 于 一 个 纯 量 ， 而 另 一 
方面 , 由 于 yELw, Tr(ylw) 0， 所 以 gy 作用 在 WW 上 相当 于 0. 
因为 六 可 写成 不 可 约 的 太子 模 的 直 和 (根据 Weyl 定 理 )， 于 是 
y=0。， 这 就 意味 着 以 =0, 所 以 了 = 一己 量 

推论 设 工 是 半 单 纯 李 代数 , :I 荆 >9I(7) 是 荆 的 一 个 (有 
限 维 ) 表 示 ， 著 2=s+n 是 mE 工 的 抽象 Jordan 分 解 ， 则 (2) 一 

$9) $Cn) 是 B(x) 的 通常 二 gw 是 四 (2) 的 通常 Jordan 分 解 . 

证 因为 L 由 ads 的 特征 向 量 张 成 故 代数 $8(L) 关于 
adwz(3) 也 有 此 性 质 , 从 而 adyuyg$(s) 是 半 单 纯 的 ， 类 似 地 ， 
adyngp(n) 是 短 零 的 , 且 与 adwog(s) 可 交换 . 因而 (2z) = 如 (s) 十 
$(n) 是 8(z) 在 半 单 纯 李 代数 $( 工 ) 内 的 抽象 约 当 分 解 (5.4)， 
应 用 上 述 定理 , 就 能 得 到 所 需 的 结论 ， 自 


练习 


1. 利用 工 =3[(2, F) 的 标准 基 ， 写 出 工 的 伴随 表示 的 Casimir 元 素 ( 见 
练习 5.5)， 对 如 (3,F) 的 常规 (3 维 ) 表 示 , 先 计算 关于 迹 型 的 对 偶 基 , 然后 
写 出 Casimir 元 案 . 

2. 设 下 是 三 模 .证明 了 是 不 可 约 子 模 的 直 和 当 且 仅 当 了 的 每 一 矿 
子 模具 有 一 个 余子 模 . 

3. 车 工 是 可 解 的 , 则 工 的 每 个 不 可 约 表示 是 一 维 的 . 

4， 使 用 Weyl 定理 给 出 下 述 的 定理 5.3 的 另 一 个 证 明 : 车 工 半 单纯 , 则 
ad 工 wDerL.[ 若 6EDerL, 把 直 和 F+ 工 如 下 地 作成 一 个 工 - 模 : z.(w y) = 
(0, a8(z) 十 [z, ])， 然 后 考虑 子 模 工 的 余子 模 .] 

” “5. 车 李 代数 工 内 成 立 等 式 Rad 工 =Z( 工 ), 则 称 工 为 简约 的 (《 例 : 工 阿 
贝 耳 , 工 半 单纯 , 一 gLCn, F) 都 是 简约 李 代 数 .) 

(a) 若 工 是 简约 的 , 则 二 是 完全 可 约 ad 二 - 模 ，[ 若 ad 工 赤 0, 使 用 Wevyl 
定理 .] 特 别 地 , 二 是 各 (Z) 和 [ZZ] 的 直 和 , 且 [LL]=0 或 半 单 纯 

(b) 若 工 是 典型 线性 李 代数 (1.2), 则 工 是 半 单 纯 的 ，[ 参 者 凡生 1.9.] 
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《0c) 车工 是 完全 可 约 ad 三 模 , 则 工 是 简约 的 . 

(d) 若 工 是 简约 的 , 则 使 得 2(Z) 被 表示 成 半 单纯 自 司 态 工 的 有 限 维 
表示 都 是 完全 可 约 的 . 

”6, 设 工 是 单纯 李 代数 ，B(Cz, y) 和 YCz, y) 是 工 上 两 个 对 称 结合 双 线 
性 型 . 车 B, y 是 非 退 化 的 ,证 明和 成 比例 ，[ 应 用 Sehur 引 理 ,] 

7。 以 后 将 看 到 SI(m, F) 实际 上 是 单纯 的 .根据 这 一 点 ,再 利用 练习 6 
证 明 引 Cn, F) 上 的 Killing 型 * 与 通常 的 迹 型 的 关系 是 :x《z, y) 一 2nTy (4 
). : : 

8. 车工 是 李 代数 , 则 工 (通过 ad) 作 用 在 (L@L)" 上 ,后 者 可 与 工 上 所 
有 的 双 线性 型 6 的 空间 等 同 ， 证 明 : 8 为 结合 的 , 当 且 仅 当 工 .8==0. 

9. 设 盖 是 半 单纯 李 代 数 工 的 半 单纯 子 代数 ， 若 zEZ, 则 它 在 如 内 
的 Jordan 分 解 也 是 它 在 工 内 的 Jordan 分 解 . 

【附注 】 . 

Weyl 定理 的 证 明 取 自 Serre[1] .原始 的 证 明 完全 不 同 ， 它 使 用 的 是 紧 致 李 群 上 
的 积分 。 参见 Freudenthal, de Vriesf1] 定理 6.4 是 按照 Bourbaki[1]. 


7. 引 (2, F) 的 表示 


在 本 节 内 (如 同 $6)， 所 有 的 模 均 假定 为 在 F 上 有 限 维 的 ， 工 
代表 红 (2, F), 它 的 标准 基 为 ， 


s-(o i) -(9 人 (1 0 
0 0/ \1 of -0 ) 


( 例 2.1)， 则 [hw] =2%,， [hy] = 一 2y，[zy] 一 及 


?7.1， 权 与 极 大 向 量 


设 是 任意 三 模 ,因为 矿 是 半 单纯 的 , 推论 6.4 意味 着 对 
角 地 作用 在 站 上. (F 是 代数 闭 的 假设 已 保证 了 所 需 的 特征 值 者 
在 上 内. ) 这 样 就 导致 的 分 解 为 特征 空间 {jEV|h.v== 和 wv}， 
和 EF 的 直 和 .。 当然 ,车 入 不 是 表示 及 的 的 自 同 态 的 特征 值 时 ， 
子 空间 也 仍 有 意义 (而 且 是 0)、 当 ;x0 时 , 则 称 入 是 在 
内 的 一 个 权 , 且 称 六, 为 权 空间 . 


引 理 著 2E€ > 则 过 .4 € V+s, 4 .区 Vs, 
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证 hh (z.2)= [gj 二 zj 一 2x.0 十 0 一 (和 十 2) .1， 
对 9 可 类 似 证 明 . 目 

评论 ”这 一 引 理 意味 着 z, 4 被 了 的 笑 零 自 同 态 所 表示 ， 但 这 
从 定理 6.4 已 可 得 到 . 

由 于 dim 了 <oo, = 了 [7 是 直 和 ， 放 必 定 存 在 ,x0 人 
Vr 一 0，( 根 据 引 理 , 对 任 一 EV, %.9 二 0,) 对 于 这 一 个 和 了 
内 的 任 一 非 零 向 量 被 称 为 权 入 的 极 大 向 量 . 


7.2. 不 可 约 模 的 分 类 


现在 假设 六 是 不 可 约 太 模 . 选 一 个 极 大 向 量 vw,EV，,、。 置 
Vv-1=0, w= (1/%61)y .v0 (o>0). 
引 理 (a) hh.v.= (MN—2%)%, 
(b) Yy. Wot1) Vris 
(©) 2.V= (Aj+1)v 1 (i>0). 
证 重复 应 用 引 理 7.1 即 可 得 出 (a).，(b) 就 是 定义 ,为 证 
(e), 对 ;使 用 归纳 法 . “= 0 的 情形 是 显然 的 (因为 已 约定 9-1= 
oi = .YW “(由 定义 ) 
= [%, 9 .V1FY .0. V1 
=h. Vit Ym. V4 
一 (一 2 人 一 二 7) 十 (一 和 十 2)0.0 9 
(由 (a) 及 归纳 假设 ) 
= (A—26+2)v- :+ (一 1) (一 ors (由 (b)) 
一 4( 和 一 和 十 了 1 : 
两 边 约 去 4 即 得 (c)， 痢 
由 于 公式 (a), 非 零 的 % 都 是 线性 无 关 的 . 但 已 知 qim 严 < 
co. 设 m 是 使 得 Vm 天 0, vm+1 一 0 的 最 小 整数 , 显然 对 所 有 的 和 >0 
都 有 ?or=0， 据 此 再 加 上 公式 (a) ~ (0), 可 看 出 以 《w， 
V4，…，%m) 为 基 的 六 的 子 空间 是 一 个 异 于 零 的 二 子 模 ， 因为 玉 
是 不 可 约 的 , 这 个 子 空间 就 是 了。 此 外 ， 关 于 有 序 基 (wo 网 
和， 


sn)， 可 把 x, y, 疡 的 表示 自 同 态 的 矩阵 明显 地 写 出 来 ， 请 注意 
对 应 于 对 角 阵 , 而 zy 分 别 对 应 于 上 三 角 及 下 三 角 敌 零 阵 . 

更 仔细 地 观察 公式 (6) 后 , 可 揭示 出 一 个 引 人 注 目的 事实 : 当 
imm 十 1 时， 左边 是 0， 而 右边 是 (一 和 m)onw。、 由 于 wm 头 0， 所 以 
A 一 m。， 换 名 话说 , 极 大 向 量 的 权 是 一 个 非 负 整数 ( 比 dimF 小 1)， 
我 们 称 它 为 六 的 首 权 ， 此 外 ， 由 公式 (a)， 每 一 个 权 风 是 单 重 的 
《 即 著 六 .0 时 , dim 玫 1， 特别 是 因为 六 唯一 地 确定 了 和 
= dim 严 一 芒 ， 极 大 向 量 wm 在 六 内 只 有 一 种 可 能 (不 计 非 堆 纯 
量 因子 ) .概括 起 来 , 得 ; 

定理 设 了 是 荆 =31(2, F) 的 一 个 不 可 约 模 ，， 

(a) 也 是 关于 kh 的 权 空 间 及 的 真 和 ; 人 =”m， mm 一 2， 7。 
一 (m 一 2)， 一 m%， 其 中 mr 十 1=dim 了 ， 且 对 每 个 有 dimVV,=1, 

(b) 六 具有 唯一 一 的 (不 计 非 专线 晤 因子 ) 极 大 向 量 ， 它 的 权 ( 称 
为 六 的 首 权 ) 是 m. 

《6) 如 果 按 前 面 规 定 的 方式 选取 基 向 量 ， 出 7 在 入 上 的 作用 
由 前 述 公 式 明显 地 给 出 ， 特 别 是 对 于 每 一 个 可 能 的 维 数 吧 七 
m 之 0,， 在 同 构 意义 下 至 多 只 能 存在 一 个 不 可 约 万 模 是 

推论 设 广 是 任 一 (有 限 维 ) 大 模 , 工 =s[(2， F)， 则 及 在 六 

上 的 特征 值 全 是 整数 ， 而 有 具 每 个 特征 值 都 与 它 的 相反 数 同 时 出 现 
(县 出 现 次 数 相同 )， 此 外 ， 在 六 到 不 可 约 子 模 的 直 和 分 解 中 ， 吉 加 
项 项 的 个 数 恰 好 是 dim 好 是 dim Vo+dim ot dimWi. 
”证 . 车 广 >0, 就 不 需 证 明了 否则 , 使 用 Weyl 定 理 (6.8) 
把 也 .写成 不 可 约 子 模 的 家 和 . 后 者 已 由 上 面 定理 所 描述 ,所 以 扒 
论 的 第 一 个 断言 是 显然 的 。 对 于 第 二 个 断言 ,只 要 看 到 在 每 一 个 
不 可 约 太 模 中 权 0 或 权 工 总 要 出 现 一 一 次 (但 不 可 能 丙 才 网 时 出 
现 ).、 自 

假若 音 为 了 本 章 的 目的 上 述 的 定理 和 推论 已 经 足够 了 ， 不 
过 , 如 果 在 未 曾 探究 一 下 对 于 每 一 种 可 能 的 首 权 m=0, 1, 2， 

是 否 确 实 存在 一 个 不 可 约 红 (2, F) 模 之 前 , 就 要 离开 这 一 上 是 
不 大 合乎 情理 的 .当然 ， 我 们 已 经 知 遵 在 低 维 的 情形 如 何 构造 合 
sds 


适 的 模 : 平凡 模 (1 维 ), 自然 表示 (2 维 ), 伴随 表示 (3 维 )， 至 于 对 
任意 的 m 之 0, 引 理 7.2 的 公式 (a) ~ (0) 可 被 用 来 在 FE 上 以 (ww 
v4， ，…， Vm) 为 基 的 m 十 1 维 向 量 空间 上 定义 工 的 一 个 不 可 约 表 
示 , 称 为 也 (m).. 像 惯 常 所 作 的 那样 ， 这 一 验证 留 给 读者 去 作 ( 练 
习 3)，( 关 于 一 般 的 存在 定理 , 见 后 面 的 (20.8). ) 

更 深入 地 观察 一 下 ， 如 果 我 们 利用 (2.3) 内 对 指数 映射 的 
讨论 , 那么 六 (m) 的 结构 的 对 称 性 就 更 加 明显 了 ， 设 少 万 > 
9I(V (m)) 是 首 权 为 m 的 不 可 约 表 示 ， 则 由 前 述 公式 即 可 看 出 
p(w), Bly) 是 赛 零 自 同 态 ， 从 而 我 们 可 定义 六 (wm) 的 一 个 自 同 
构 , 一 exp%(c)exzp 几 (一 护 ezp 几 人) .我 们 还 可 假定 mw>>0, 于 是 这 
个 表示 是 一 一 的 ( 因 厂 是 单纯 的 )， 在 (3.3) 的 讨论 中 已 证 明 ,用 
对 四 (4) 作 共 饭 就 相当 于 用 exp(ad $Cw))exp(ad $( 一 Y)exp(ad 
(%)) 作用 于 8(h) 上 , 两 者 的 效果 是 一 致 的 ， 但 (DD 同 构 于 七 
因而 这 可 以 如 间 (2.3) 内 一 样 被 计算 .结论 是 : 

Tp T= $A, 避 wh) = $A, 
由 此 我 们 立即 可 看 出 , + 把 权 为 m 一 26 的 基 向 量 % 变 成 权 为 
一 (m 一 26) 的 基 向 量 ww-,。 (但 在 (2.8) 的 讨论 限制 于 特殊 情形 
m=1, ) 更 一 般 地 , 车 六 为 任 一 有 限 维 二- 模 , 则 7 把 正 负 权 空间 互 
相交 换 , 


练习 
、 (在 以 下 练习 中 , 工 一 红 (2, F).) 
1 使 用 李 定 理 证 明 ， 在 任意 有 限 维 三 模 内 , 存在 极 大 向 量 ，[ 观 察 由 
和 z 张 成 的 子 代数 卫 .] 
2. 在 下 = 引 (3, f) 的 左上 角 2x2 子 块 内 含有 一 个 工 的 同 构 像 ), 把 对 
写成 不 可 约 六 - 模 的 走 和 (M 通过 伴随 表示 看 作 工 - 模 ): 
Fr(O0@FGBFG@FG). 
3， 验 证 ， 引 理 7.2 的 公式 (a)~(e) 确实 定义 了 工 的 一 个 不 可 约 表示 ， 
[要 证明 它们 定义 一 个 表示 ， 只 需 证 明 对 应 于 z y, 大 的 矩阵 满足 与 由 多用 
同样 的 结构 方程.] 
0 主 者 这: 抑 除 左上 角 的 2X2 子 坎 外 ,其 余 于 榴 都 居 0 的 箱 隆 等 全 于 就 (2, 让， 


».49: 。, 


4. 首 权 mm 的 荆 的 不 可 约 表示 也 可 如 下 “自然 地 ”实现 ; 设 ,了 是 2 维 
向 量 空间 FF? 的 基 , 工 在 其 上 的 作用 就 如 同 由 引 (2, F) 的 矩阵 所 定义 的 那样 ， 
设 2=F[X，Z] 是 两 个 变量 的 多 项 式 代数 , 且 利 用 以 下 的 求 导 规则 , 把 蕊 的 
作用 扩张 到 史上 :; s.fg 一 (2.f)g+f(z.9), 2EL, f, 9 所 加， 证 明 这 一 扩张 是 
完全 确定 的 ,并 且 名 成 为 模 . 然后 再 证 明 以 Xm, X"-1Y, …, XY 了 "1 了 m 
为 基 的 m 次 齐 次 多 项 式 所 成 的 子 空间 在 工 下 不 变 ,而 且 是 不 可 约 的 , 首 权 为 
m, 

5. 假设 charF=p>0, L 红 (2, F)， 证 明 按 练习 3 或 4 所 构造 的 工 的 
表示 VCm) 当 m 严 烙 小 于 p 时 为 不 可 约 的 ,而 当 w=p 时 为 可 约 的 . 

6、 把 两 个 工 - 模 了 (3)，F(7) 的 张 量 积分 解 成 不 可 约 子 模 之 和 : V(4) 四 
7(6)@V(8)@@V(10)， 试 对 VCm)@V(n) 的 分 解 推广 成 一 个 一 般 的 公式 ， 

7， 在 这 个 练习 里 ,我们 构造 一 个 无 限 维 工 - 模 ， 设 EF 是 任意 纯 量 ， 
ZX) 是 F 上 向 量 空间 ,具有 可 数 无 限 基 (to wo 人， 

(a》 证 明 引 理 7.2 的 公式 (a)~(0) 在 ZCX) 上 定义 了 一 个 五 模 结 构 ， 
而 且 ZC) 的 每 个 非 零 [- 子 模 至 少 包含 一 个 极 大 向 量 . 

(b) 假设 和 +1=i 是 非 负 整数 ， 证 明 w 是 一 个 极 大 向 量 ( 例 如 . 和 = 一 1 
i=0). 它 诱导 了 把 ww 映 成 内 的 一 个 工 - 模 同 态 ZC4)-$% 2(W), p= 一 2i. 
证 明 少 是 单一 同 态 , 且 Im 加 2(X)/Im# 都 是 不 可 约 的 I 模 (但 当 i>0 时 ， 
2Z(%) 不 是 完全 可 约 的 )， 

Ce) 假定 和 + 工 不 是 非 负 整数 ,证明 2(X) 是 不 可 约 的 . 


8. 根 空 间 分 解 
在 本 节 内 工 始终 代表 一 个 半 单纯 李 代数 ， 我 们 将 通过 它 的 
伴随 表示 详细 地 研究 工 的 结构 ,使 用 的 主要 方法 是 Killing 型 以 
及 定理 6. 和 447.2 (它们 都 依赖 于 Weyl 定理 ). 读者 需 牢记 特例 
工 -= 红 (2, 月 《或 更 一 般 地 ， 引 (mw， F)); 以 作为 前 进 的 向 导 ， 


8.1， 极 大 环 面子 代数 与 机 


如 果 荆 完全 由 每 零 ( 即 ad 等 零 ) 元 素 组 成 ， 则 工 是 敌 零 的 
(ngel 定理 )， 当 不 属于 这 种 情况 时 ， 可 找到 一 个 zE 石 它 在 质 
象 Jordan 分 解 (5,4) 内 的 半 单 纯 部 分 非 零 , 这 证 明了 二 具有 由 半 
S 4 [i 


单纯 元 素 所 组 成 的 非 零 子 代数 (例如 由 这 样 的 wm 张 成 的 子 代数 )， 
则 称 这 样 的 子 代数 为 环 面子 代数 。 以 下 的 引 理 有 点 类 似 于 Engel 
定理 . 

引 理 工 的 环 面子 代数 是 Abel 的 . 

证 设 卫 是 环 面子 代数 ， 我 们 要 证 对 所 有 的 =ET， 有 
adrzx 一 0 成 立 ， 因 为 adlz 是 可 对 角 化 的 (ad 是 半 单纯 的 且 F 是 
代数 闭 的 )， 这 就 归结 为 证 明 adrz 没有 非 零 特征 值 ， 假设 与 此 相 
反 , 对 某 一 非 零 的 YET 有 [2y] =ay(a¥0). 则 adry(2) = 一 ay 
自己 就 是 adrg 的 一 个 特征 向 量 , 相应 的 特征 值 为 0。 另 一 方面 ， 
我 们 可 把 2 写成 adrg 的 特征 向 量 的 线性 组 合 G@ 也 是 半 单纯 的 ) . 
而 > 经 过 adrg 的 作用 后 ， 镜 下 的 是 属于 adry 的 非 零 特征 值 的 特 
征 向 量 的 线性 组 合 ， 这 与 前 面 的 结论 相 了 矛盾 .年 

现在 到 定 工 的 一 个 极 大 环 面子 代数 豆 ( 即 万 不 能 真 包含 于 
任何 其 它 环 面子 代数 之 内 . 记号 万 不 如 人 自然, 但 更 符合 于 传统 
的 记 法 )， 例 如 ， 若 工 = 红 (nm, F)， 则 很 易 验证 (练习 1) 甩 可 取 为 
( 迹 0) 对 角 阵 的 集合 . 

由 于 及 是 Abel 的 ( 据 上 述 引 理 ), adz 互 是 工 的 半 单 纯 自 
同 态 的 可 换 族 ， 按 线性 代数 中 的 标准 结果 ，adz 鼠 可 同时 化 为 对 
鳞 形 ， 也 就 是 说 , 二 是 子 空间 Ze 的 直 和 |， 

蕊 一 {2ELI| [hw] -a(h)w 对 所 有 的 hE 了 H}， 
这 里 的 a 取 遍 如 "请 注意 ，Zo 就 是 Os( 且 ), 即 五 的 中 心 化 子 ; 
根据 引 理 , 它 包含 也 ， 把 所 有 使 得 I。*0 的 非 零 a€ H" 的 集合 记 
为 .的 元 素 称 为 荆 关于 互 的 根 (并 且 它 的 个 数 是 有 限 的 ) . 利 
用 这 些 记号 , 我 们 有 了 一 个 根 空间 分 解 (或 称 Cartan 分 解 ), 荆 ~ 
Or( 百 )+ 下 瑟 (9?。 举例 来 说 , 当 工 = 红 (n, F) 时 ,读者 将 会 看 到 
(相当 于 由 标准 基 (1.2) 所 给 出 的 卫 的 分 解 ， 以 下 , 我 们 首先 证 
明 互 =Os( 互 ), 然后 更 详尽 地 描述 根 的 集合 ,最 后 证 明史 完全 刻 
划 了 工 
我 们 从 关于 根 空间 分 解 的 简单 观察 着 手 讨论 。 


命题 对 所 有 ww BE 吾 。 则 [ZeZolSTeke 车 2ETu az 
0, 则 adz 是 替 雪 的 ， 著 BE 瑟 ', 具 g+Bx*0, 则 Jo 各 关于 
工 的 Killing 型 是 正 交 的 . 
证 第 一 个 断 青 从 Jacobi 等 式 即 可 得 到 ，zETu yEZw 
hE 意味 著 
adh([zyl) = [he]y] + [w[hy]] 
=—a(h) [zy] +B(h) [vy] = (a+B) (有 [2y]. 
第 二 个 断言 是 第 一 个 断言 的 直接 推论 . 
对 于 余下 的 断言 , 找 一 个 EE 甩 , 使 (a+B) (凡夫 0， 则 若 zE 
Ze yE Le， 由 Killing 型 的 结合 性 , 可 得 
(fhe], 9) = —x( [2h], W) = —x(%, [hy]), 
或 ax Y) = -Bx(s, Y), (at+pB) (hx(ls, Y=0. 
这 迫使 x(z, y) =0. 秆 
推论 Kiling 型 在 L。=04(H) 上 的 限制 是 非 退 化 的 . 
证 从 定理 5.1 知道 , x 是 非 退 化 的 ， 另 一 方面 ,根据 上 面 的 
命题 , Lo 与 所 有 的 La(aEG) 正 交 ,， 车 zEIw 与 Lo 正 交 则 x(z, 
世 =0, 迫使 2 一 0 芥 


8.2. 瓦 的 中 心 化 子 


在 此 需要 一 个 来 自 线性 代数 的 事实 , 它 的 证 明 是 显然 的 . 

引 理 若 &， 和 是 有 限 维 向 量 空间 的 可 交换 自 同 态 ;有 上 且 Y 是 舌 
零 的 , 则 vy 是 敌 堆 的， 特别 是 Tr(wy) =0. 目 

命题 设 有 五 是 工 的 极 大 环 面子 代数 , 则 五 =07(H). 

证 我们 分 几 步 进行 ， 记 C=OCz( 五 ). 

(1) C 包含 它 的 元 素 的 半 单 纯 部 分 与 午 零 部 分 ， 所 谓 z 属于 
Cz( 吾 ), 也 就 是 adz 把 工 的 子 空间 万 映 入 子 空间 0. 由 命题 4.2, 
(adw), 和 (ad z)。 也 有 同样 的 性 质 ， 但 由 (5.4)，(ad x) ,adw, 以 
及 (ad 2) ,= ad zs. 

(2) C 的 所 有 半 单 纯 元 素 在 五 内 ,车 2z 是 半 单纯 的 且 z 中 
心 化 妃 ， 则 五 十 Fz〈 它 显然 是 五 的 Abel 子 代数 ) 是 环 面子 代数 ， 
» 46 % 


这 是 因为 可 交换 的 学 单纯 元 素 之 和 们 是 党 单纯 的 (全 2). 由 如 的 
极 大 性 , 豆 十 Fz= 万 , 所 以 zE 有 H. 

(3) x 限制 于 及 上 是 非 退 化 的 . 设 对 某 个 EH， (hb H)= 
0, 我 们 必须 证 =0、 车 zwEC 是 笑 零 的 , 则 由 于 [zw 如 =0 以 及 
ad2z 各 零 意味 着 (由 上 述 引 理 ) 对 所 有 的 yEH, 有 Tr (adwady) = 
0 成 立 , 即 x(w, 五 ) =0 成 立 ， 但 此 时 (1 和 (2) 意味 着 x(h, 0) = 
0, 所 以 ==0 (由 于 命题 8.1 的 推论 , 已 经 知道 x 限制 于 O 上 是 非 
退化 的 ). 

(4) O 是 宪 堆 的， 若 zEC 是 半 单 纯 的, 则 由 (2), zxE 环 , 且 
adex( 一 0) 当然 是 戎 零 的 ， 另 一 方面 , 车 xEO 是 知 零 的 , 则 adow 
更 加 是 医 零 的 ， 现 在 设 EC 是 任意 的 ，z2 一 we 十 mm， 由 于 (DD), 
和 mm 都 在 CO. 内 ， adoz 是 可 交换 的 突 零 元 之 和 , 所 以 它 本 身 也 是 筹 
零 的 ， 由 Engel 定理 , C 是 短 零 的 . 

《5) 五 [00] =0， 因 为 x 是 结合 的 且 [ECO] 60, 故 x( 五 ， 
[Co] ) = 0、 再 利用 (3). 

(6) C 是 Abel 的 .否则 [CO] %w0， 由 (4), 0 是 宕 零 的 ， 故 
针 (On [Co]x0 ( 引 理 3.3). 设 xz0 位 于 此 交集 内 , 由 (2) 和 
(5), z 不 能 是 半 单 纯 的 。 所 以 它 的 等 零 部 分 ”是 非 零 的 , 且 由 
(1), 它 在 C 内 ， 因 而 由 命题 4.2, 它 也 在 Z(0) 内 . 但 此 时 我 们 
的 引 理 意 味 着 *(%w, O) =0, 这 与 推论 8.1 相 矛 盾 ， 

(7) C= 五 。 和 否则 , 由 (了 及 (2), 0 含有 一 个 非 零 敌 惟 元 x. 
按照 引 理 和 (6), x(%, 9) = Zr(adwady) “0 对 所 有 的 YEO 成 
立 , 这 与 推论 8.1 相 了 矛盾. 目 . 

推论 x 在 及 上 的 限制 是 韭 退 化 的 . 和 

这 一 推论 允许 我 们 把 瑟 与 鼠 " 等 同 看 待 , 对 于 $EH', 对 应 
有 (唯一 的 ) 元 素 九 & 且 , 它 对 所 有 的 hE 五 满足 ph) =—x(ts, R). 
作为 特例 , 五 对 应 于 五 的 子 集 {to a€D}. 


8.3. 正 交 人 性质 


在 本 小 节 内 , 利用 Killing 型 后 , 我 们 将 得 到 关于 根 空间 分 解 
e 47。 


的 更 进一步 的 知识 ， 我 们 已 看 到 (命题 8.1) 当 6o, BE 五 a+B* 
0 时 ，x(Zo， Fo) =0， 特 别 地 ， 对 所 有 aE 钙 x( 互 ， 五) 一 0， 所 以 
(命题 8.2)x 在 五 上 的 限制 是 非 退 化 的 . 

命题 (a) 全 张 成 HH". 

(b) 车 aE5B 则 一 a€. 

(0) 设 o€EB, xz€EL, ET 则 [zy] 一 x(%，y)iolto 按 (8.2) 
内 的 定义 ). : 

(d) 车 aE€B， 则 [LoL_s。j] 是 一 维 的 , 具有 基 如 

(e) alto) 一 x(ts， ta) 交 0 对 aE 人 成 立 . 

(f) 车 aE5B 且 ww 是 工 ,的 任 一 非 零 元 素 ， 则 存在 ys EL-s， 
使 得 xz， ge 和 [zoya] 张 成 了 工 的 3 维 单纯 子 代 数 , 它 通过 : 


0 1 0 0 1 OV. 
= 人 o) wo 路 ur 人 (oa 了 

局 构 于 81(2, F), 六 

(g) ho=2i/x(ta, to); ha 一 六 

证 (a) 若 多 不 能 张 成 吾 "， 则 (由 对 偶 性 ) 存 在 非 零 的 hE 
五 , 使 a(h) =0 对 所 有 的 wE 息 成 立 。 但 这 意味 着 [h, ] =0 对 
所 有 的 ccE 巧 成立， 由 于 芭 克 =0, 这 又 迫使 站 =0 或 了 GE 
2Z(L) 0, 这 是 芒 雇 的 

(b) 设 a€EB， 车 一 a 插 ( 即 荆 。=0), 则 x(Is 7o)=0 对 
所 有 的 BE BH?* 成 立 ( 命 题 8.1). 所 以 x(Ls, L) =0, 这 与 * 的 非 
退化 性 相 了 矛盾 . 

(o) 设 <E 瑟 ED yEL_。 对 任意 的 hEH, “的 结合 性 
意味 着 

x(h, [zy]) =x( [he], Y) =a(h)x(e, Y) =x(ts, h)x(w, Y) 
=—x(x(%, Y)ts, h) =x(h, x(w, Y)ts). 

这 就 是 说 五 正 交 于 [zy] 一 x(z, 引 刀 ,迫使 [wy] =x(w, y)ts (推论 
8.2). 

(d) 在 (6) 中 已 证 , 只 要 [LL a] *0, 则 如 张 成 了 [LL]. 
设 0xwE Ls, 车 %(w, 上 -o) 一 0, 则 x(z, 5) =0 ( 见 (b) 的 证 明 ), 由 
“~ 439。 


于 x 是 非 退 化 的 , 这 是 荒 雇 的 . 所 以 我 们 可 找到 0zyEL-。, 使 
x(%, 急 天 0， 由 《o)，[zx 册 关 0. 

(e) 假设 a(to) =0， 这样， 对 所 有 的 xEL。yEL-。s， 有 
[to 一 0= [ts]， 按 (4), 可 找到 满足 x(%, y) 关 0 的 xz, y， 把 两 
者 之 一 乘 以 纯 量 ， 就 可 假定 有 x(z, 9) 1， 由 (6)， 则 [wy] = 如 
从 而 了 中 由 w，, 4 ts 张 成 的 子 空间 访 是 一 个 8 维 可 解 代数 , 8 
adsSCeI(V)， 特 别 是 对 所 有 的 3E [S55], adzs 是 者 零 的 (推论 
4.1A)， 所 以 adzis 既是 灶 单 纯 又 是 罕 零 的 , 即 adtz 如 = 0， 这 也 就 
是 说 如 EZ(Z) =0, 这 与 如 的 选取 相 了 矛盾 . 

(f) 给 出 了 0¥zaEL6， 可 找到 ys ED。 使 x(za, ya) 二 2/ 
X(to, 如 )， 从 (e) 以 及 x(wa, Lo。) *0 来 看 ,这 是 可 能 的 ， 置 有 = 
2to/x(t 如 )， 由 (0), 则 有 [zags] = hs， 此 外 ， 

[hazo] = (2/a( 如 )) [taga] = (2a(ts)/a(ts)) a= 2zo， 
类 似 地 ，[hoya] = 一 2ys。。 所 以 ma we ho 张 成 了 工 的 8 维 子 代数 ， 
它 与 红 (2, F) 有 相同 的 敢 法 表 ( 例 2.1). 

(g) 回想 起 如 定义 为 Mt 有 )=alh) (hE 五 )， 这 证 明了 
如 = 一 t-a, 再 看 到 hs 定义 的 方法 , 这 一 结论 就 可 得 出 ,时 


8.4， 整 性 

对 于 每 一 对 根 w 一 “( 命 题 8.3(b)), 设 Bos 红 (3，F) 是 按 命 
题 8.8(f) 构造 的 卫 的 子 代数 ， 由 于 Weyl 定理 与 定理 7.2, 我 们 
对 所 有 的 (有 限 维 ) So 模 有 了 一 个 完整 的 认识 ， 尤 其 是 能 措 述 
ady So. 

固定 “GE 印 ， 首 先 考虑 由 五 以 及 形 如 Loolc EF*) 的 所 有 根 空 
间 所 张 成 的 工 的 子 空间 用。 根据 命题 8.1 它 是 工 的 &- 子 模 , 
由 定理 7.2, ho 在 及 上 的 权 是 整数 0 和 2c= ou(ja) (对 使 得 Dos 关 


0 的 非 零 的 9)。 特别 是 ,这 里 出 现 的 所 有 。 必须 都 是 于 的 整数 


倍 .， 现 在 作用 在 Kera 上 是 平凡 的 , 这 里 的 Kera 是 互 内 余 
维 数 为 1 的 子 空间 , 且 是 Fh 的 余 空间 ， 但 另 一 方面 , S。 本身 就 
。490。 


是 履 的 一 个 不 可 约 S。- 子 模 , 这 两 者 合 在 一 起 , 就 说 明 除了 Kera 
和 So 外，hs 的 权 0 不 再 出 现 ， 所 以 在 YH 内 出 现 的 仅 有 的 偶数 权 
为 0， 土 这 证 明了 2a 不 是 根 , 即 一 个 根 的 2 倍 不 可 能 是 根 ， 那 
么 (1/2)a 也 不 可 能 是 一 个 根 ， 所 以 1 不 可 能 作为 如 在 六 内 的 
权 ， 定 理 7.2 的 推论 就 意味 着 用 = 互 +Ss、 特 别 是 ，dim IL。=1 
(所 以 Se 可 唯一 地 确定 为 由 La 和 工 _。 所 生成 的 了 的 对 代数 ), 并 
且 根 a 的 倍数 能 作为 根 的 , 只 有 土 a 和 

下 一 步 我 们 再 验 看 & 在 根 空间 Ls， px +a 上 有 怎样 的 作 
用 . 置 天 = 高 Tere: 按 上 段 的 说 明 , 每 个 根 空 间 是 一 维 的 , 且 没 
有 一 个 B+ia 能 等 于 0, 所 以 下 是 工 的 一 个 5,- 子 模 , 对 不 同 的 
整数 权 B6(h。) 十 36 (使 B+iaE 古 的 iE2Z)， 它 有 一 维 的 权 空 间 : 
显然 , 0 和 1 不 可 能 同时 作为 这 种 形式 的 权 , 所 以 定理 7.2 芍 推论 
意味 着 下 是 不 可 约 的 , 首 权 (相应 的 ， 最 低 权 ) 必须 是 BO 十 29 
《相应 的 ; 8(h。) 一 2r), 这 里 的 g( 相 应 的 :7) 是 使 得 8 十 ga( 相 应 的 ， 
B 一 ?a) 为 根 的 最 大 整数 ， 此 外 , 下 上 的 权 形成 一 个 公差 为 2 的 
算术 级 数 ( 定 理 7.2), 也 就 是 说 根 8+ia 形成 一 个 链 ( 经 过 的 a- 
链 ) 6 一 ra …，B,， …, B+ga， 再 请 注意 (B 一 ra) (h。) = 一 (B+ 
ga) (ho) ,或 B(ha) =7 一 gq， 最 后 ,可 以 看 出 ; 车 a, 6， aa 十 BE 区 则 
ad Ls 把 Ls 映 到 Lars 上 ( 引 理 7.2), 即 [LDs] = Te 

概括 起 来 , 得 ; 

hi (a) 若 wE 态 就 有 dim 万 一 工 在 4<4 山 有 dim po 一 特别 是 , So 一 Ls 十 了 a 十 

= [Ze7_o])， 上 对 已 给 的 非 零 记 EL 且 对 已 给 的 非 零 wz<E 工 。 Ls， 存在 唯一 的 Yo& 

这 是 [vogye] =ho, 

(b) 车 saEG 则 则 a 的 纯 量 倍 也 是 根 的 ,只 有 a 与 一 a. 
” “(6) 车 a, BE 区 则 BChs) EZ，B 一 B(ho)aEB， ( 数 BCho) 
称 为 Cartan 整数 . ) 

(d) 车 a, B, ac+BEG5, 则 [LLs] = s] = Lots. 

(e) 设 w BE 6# 士 g 令 m 分别 是 使 得 6 一 ra B+ 
go 为 根 的 最 大 整数 , 则 所 有 的 B+ia€ BD( rig), 县 BJ) = 


5650. 


《f) 工 是 由 根 空间 Ls 生成 的 (作为 李 代 数 ). 和 


8.5，、 有 理性 , 小 结 


工 是 (特征 数 0 的 代数 闭 域 F 上 的 ) 半 单纯 李 代 数 ， 豆 是 极 大 
环 面子 代数 , BCH* 是 工 的 根 集 (关于 如), ~ 万 + I Ze 是 根 
空间 分 解 

因为 Killing 型 限制 在 有 也 上 是 非 退 化 的 (推论 8.2)， 可 将 它 
转移 到 及 * 上 ,对 所 有 的 8E 甩 ", 令 (Y, 5) 一 x(ty, 起 ， 我 们 知 
道 史 张 成 及 "(命题 8.8(a)), 所 以 可 选取 及 * 的 一 个 基 4,…, a 
它 由 根 所 组 成 ， 若 BE 可 把 B 唯 一 地 写成 


B=Doa, OE€EF, . 
而 事实 上 ceEQ. 为 了 证 明 这 一 点 ， 在 此 要 用 一 点 线性 代数 .对 


每 一 个 -了 《8 6) 一遍 clas mw)， 两 边 乘 以 2/(aj oy)， 
即 得 
2(8 mi)/(oo 0) = 

它 可 以 看 成 含 ! 个 未 知 量 “ 的 个 方程 的 方程 组 ， 又 由 于 命题 
8.4(e)， 具 有 整 (从 而 也 是 有 理 的 ) 系 数 ， 因为 (os, …, a) 是 开 " 
的 基 , 且 双 线性 型 是 非 退 化 的 , 所 以 矩阵 (ww ai)):<tie: 是 非 奇异 
的 , 从 而 这 一 方程 组 的 系数 矩阵 也 是 非 奇异 的 因此 可 得 出 结论 ， 
这 一 方程 组 在 @ 上 已 有 唯一 解 , 也 就 证 明了 我 们 的 断言 . 

刚才 已 证 明 , 由 所 有 的 根 张 成 的 五" 的 Q- 子 空间 名 具有 人 Q- 
维 数 1- dimy 豆 *， 甚 至 还 可 得 到 更 多 的 性 质 ， 回 想起 对 于 Xie 
页 (be 内 -xi 切 = 思 aa(b) 一 加 (a, 和 (a, 内， 作为 其 


特例 , 当 BE 多 〈B，B) = 了 (ww B)”， 除 以 (8，B) 后, 可 得 1/ (8， 
8) 一 之 (o 08，B8) 而 右 式 在 @ 内 , 这 是 因为 据 命题 8.4(e)， 
2(a, B)/(B, B)EZ. 所 以 (8 B) EQ， 从 而 (w B86)EQ. 由 此 
可 见 5 内 向 量 的 所 有 内 积 都 是 有 理 数 ， 故 我 们 得 到 Ea 上 的 一 个 
非 退 化 型 。 又 据 前 述 ，(，X) 一 之 (a, 入) 因而 (%, A) 是 有 理 数 的 

CS 


平方 和 , 从 而 是 正 的 (除非 和 = 0)， 

现在 设 E 是 把 基 域 从 @ 扩张 到 及 所 得 到 的 实 向 量 空间 E~ 
RE@oFq， 则 此 双 线 性 型 典范 地 扩张 到 E 上 , 且 由 于 上 面 的 论述 , 它 
是 正定 的 , 即 E 是 欧 氏 空间 ， 甸 包含 E 的 一 个 基 , 且 dimRE=!， 以 
下 的 定理 小 结 了 关于 钱 的 基本 事实 ， 可 参看 命题 8.3(a)(b) 和 
8.4(b)(o). 

定理 工 恕 ， $B,E 如 同上 述 ， 则 ; 

(a) 丐 张 成 外 且 0 不 属于 5， 

(b) 著 <aE 瑟 则 一 <E 允 但 ac 的 其 它 纯 量 倍 均 不 是 根 。 

(0) 车 oa, 8E5, 则 8 一 (2(8 @)/(@ oo))aE 


2(pB, a) 
(d) 若 w BEB，,， 则 Ta) SZ: 和 


用 第 三 章 的 语言 来 讲 , 这 一 定理 断定 了 是 实 欧 氏 空 条 FE 内 
的 一 个 根系 ， 我 们 已 建立 起 一 个 对 应 (五 五 )F>($, E), 而 (多 
6) 可 在 第 三 章 内 被 完全 分 类 ， 以 后 (第 四 和 第 五 章 ) 将 可 看 到 ， 这 
一 对 应 实际 上 是 一 一 的 , 而 且 从 表面 上 看 来 多 依赖 于 五 的 选取 ， 
但 这 并 非 是 本 质 的 ， 


练 “ 习 


1. 若 二 是 型 As Bl，C: 或 Di 的 典型 线性 李 代 数 ( 见 (1.2)), 证 明石 内 
所 有 对 角 和 矩阵 的 集合 是 一 个 极 大 环 面子 代数 , 维 数 是 1，( 见 练习 2.8.) 

2. 对 练习 1 中 的 每 个 代数 ， 确 定 根 及 根 空间 ， 不 同 的 h。 怎样 用 (1.2) 
所 给 出 的 豆 的 基 来 表示 ? 

3， 若 二 是 典型 李 代 数 , 计算 Killing 型 在 练习 1 中 所 描述 的 极 大 环 面 
子 代数 上 的 限制 ， 

4. 车 工 = 红 (2, F), 证 明 每 个 极 大 环 面子 代数 是 一 维 的 . 

5. 车 工 是 半 单 纯 的 ， 互 是 极 大 环 面子 代数 ,证 明 互 是 自 正规 的 ( 即 
H=N,(H)). 

6， 计算 红 (n, F) 的 对 偶 于 (关于 Killing 型 ) 标 准 基 ( 见 练习 5.5) 的 基 . 

7. 设 荆 是 半 单纯 的 , 五 是 极 大 环 面子 代数 ， 洪 hEe 五, 证 明 OL( 太 混 简 
约 的 ( 按 练习 .6.5 的 意义 )。 证明 互 包 含 元 素 有 为 对 于 它 , Or) = 及 狐 出 
« 52 。 


LE 


红 (n, F) 中 这 样 的 及 

8. 对 红 (n, F) (以 及 其 它 典型 代数 ), 算出 根 链 及 Cartan 整数 ， 特 别 是 ， 
证 明 ; 对 3I(n, 『), 所 有 的 Cartan 整数 2Ca, B8)/(B8, B), a 到 土 8, 是 0, 土 1. 

9. 证 明 每 一 个 3 维 半 单 纯 李 代 数 具有 与 红 (2，F) 相同 的 根系 ， 所 以 同 
构 于 引 (2，f)。 

10， 证明 不 存在 4 维 , 5 维 或 7 维 的 半 单 纯 李 代数 . 

11. 车 (a, 8) >0, 证 明 a~BEBla, BETD)， 反 过 来 正确 吗 ? 

【附注 】 

使 用 极 大 环 面 子 代数 而 不 使 用 更 传统 的 (但 等 价 的 ) Cartan 子 代数 ， 是 受到 半 单 
纯 代数 群 的 相 平 行 的 理论 的 启发 ,参见 Borel[1], Seligman[2],Winter[1]。: 


9.1. 欧 氏 空间 内 的 反射 


在 这 一 章 里 , 始终 要 涉及 到 一 个 固定 的 欧 氏 空间 E， 也 就 是 
说 ,E 是 访 上 一 个 有 限 维 向 量 空间 ， 且 被 赋予 一 个 对 称 正定 双 线 
性 型 (a, 86)、 从 几何 上 说 , E 内 的 一 个 反射 是 一 个 可 首 线 性 变换 ， 
它 使 某 一 超 平面 ( 余 维 数 工 的 子 空间 ) 上 的 点 保持 不 变 ， 并 把 垂直 
于 此 超 平面 的 任 一 向 量变 为 它 的 负 向 量 ， 显 然 , 反射 是 正 交 变 换 ， 
即 保持 E 的 内 积 ， 任 一 非 零 向 量 a 确定 了 一 个 反射 cw 它 的 反射 
超 平面 为 P。= {BEE|(B, a) 一 0}， 当 然 与 a 成 比例 的 非 零 向 量 


导致 同一 个 反射 . 很 容易 写 出 明显 的 公式 : re(B)= 一 Ye $a. 


(因为 它 把 a 变 为 a,， 且 使 Ps。 内 所 有 的 点 不 变 .) 由 于 数 
2(pB. a)/(a, oa) 经 常 出 现 , 我们 把 它 简 写 为 《6, a>， 注 意 ，《8，o 
仅 对 第 一 个 变量 才 是 线性 的 . 

为 了 以 后 应 用 , 在 此 给 出 如 下 引 理 : 

引 理 设 甸 是 张 成 E 的 有 限 集 .并 假设 所 有 的 反射 oo(a€ 5) 
都 使 G 不 变 ， 如 果 cEGZ(E) 使 和 不 变 , 且 使 E 的 一 个 超 平面 P 
上 的 每 个 点 都 固定 不 变 , 又 把 某 个 非 零 的 wcE 丐 变 为 一 ww 则 = ov 
(有 P=P,). 

证 设 T=o0sa(=o0z). 则 7(B)=6, 7(a)=a, 且 7 作用 在 
子 空间 Ra 上 以 及 商 空间 E/Ra 上 都 相当 于 恒 等 变换 ， 这 样 , + 的 
所 有 特征 值 都 是 1, 且 7 的 最 小 多 项 式 能 除 尽 (T 一 1)'GQ=dim E). 
另 一 方面 ， 因 为 多 是 有 限 的 ， 不 可 能 所 有 的 向 量 B，r(8)，…， 
。 


ww(B) (BE 上 之 0ard $) 都 不 相同 , 所 以 的 某 一 溢 宕 使 8 不 变 ， 
选取 足够 大 的 筷 使 站 固定 所 有 的 ,BE 区， 因为 更 张 成 已 这 迫使 
w=1， 所 以 7 的 最 小 多 项 式 能 除 尽 T* 一 1. 把 它 与 前 面 的 结果 
联系 起 来 ， 就 看 出 * 具有 最 小 多 项 式 了 一 1= g.0.d. (2 一 芋 
(7 一 D9，, 即 一 工 午 


9.2、 根 系 


欧 氏 空间 上 的 一 个 地 人 多 如 果 滴 足以 下 公理 ， 就 被 称 为 内 
一 个 根系 ， 人 
(R1) 呈 是 有 限 的 ， 它 张 成 目 不 会 0， 

(R2) 车 aE5, 则 a 在 全 内 的 仅 有 的 储 数 是 土 a. 

(R3) 若 <cEG@; 则 反射 cx 使 名 不 变 ， 

(R4) 车 a, BEG, 则 CB, ayEZ 

， 在 上 述 公理 中 含有 一 些 重复 ， 特 别 是 (R2) 和 (R83). 都 意味 着 
$= 一 砂 ， 在 文献 中 , 有 时 (BR2) 被 略 去 , 这 时 候 刚才 所 说 的 “根系 ” 
就 称 为 “ 约 化 根系 ”( 见 练习 9). 请 注意 , 如 果 把 已 给 的 E 上 内 积 改 
变 一 个 正 数 倍 , 不 会 影响 我 们 的 公理 , 因为 它 只 用 到 内 积 的 比值 . 

设 甸 是 E 内 的 根系 ， 用 'W 表示 由 反射 oa(a€E) 所 生成 的 
GIL(E) 的 子 群 据 (R38), WY 把 集合 多 作 了 一 丫 属 换 ; 因为 由 (Ri)， 
5 是 有 限 的 , 且 张 成 E, 这 就 允许 我 们 把 xp 等 同 于 上 对 称 群 的 
一 个 子 群 , 从 而 xp- 是 有 限 的 .WW 被 称 为 外 的 Weyl 群 , 它 在 以 
后 起 着 极其 重要 的 作用 ”以 下 引 理 说 明了 的 某 些 自 同 构 是 如 何 
通过 共 示 作 用 在 WY 上 的 . 

引 理 设备 是 E 内 根系 ,具有 Weyl 群 Mr. 若 wcEGTE(E) 使 向 
不 变 ， 则 Goab 一 aofe 对 所 有 at 对 所 有 au6E 巨 成 立 ， 且 《8, ay> = 一 8) 
0(a)》 对 所 有 的 a, BE 成 立 ， 

证 因为 0(B) Eg, ooso!(o(B)) =o0s(B) EB， 但 这 等 
于 o(B8-《B, oya)=o(B) 一 LB, ac(a)， 由 于 当 B 取 痪 瑟 时 ， 
c(B) 也 取 痪 ,我 们 可 知 coucr: 使 所 不 变 , 并 且 合 超 平面 5(B;) 
上 的 每 一 点 都 不 变 , 又 把 vc(a) 映 为 ~o(q). 据 引 理 9.1,gow-!= 
e554。 


co， 然后 再 把 前 面 的 等 式 与 等 式 co(c(6)) 一 5(B) 一 (6)， 
g(a)Xo(a) 相 比较 , 即 可 得 到 引 理 的 第 二 个 断言 . 中 ， 

在 欧 氏 空间 E, E' 的 相应 的 根系 更 ; 多 之 间 , 可 以 很 自然 地 得 
到 同 构 的 概念 ， 如 果 存 在 向 量 空间 的 同 构 ( 不 必 是 等 距 变 换 ) 
$:E->E'， 它 将 钊 映 到 上 ， 且 使 得 对 每 一 对 根 w 8EB， 有 
《<$(B), $(a)>=<B, o), 则 称 (B,E) 和 (GB',E') 是 同 构 的 .这样 就 
立即 可 得 oww($(B)) 一 ploa(B))， 所 以 由 根系 的 一 个 同 构 谓 导 
了 Weyl 群 间 的 一 个 自然 同 构 oF>$ooe$"， 由 于 上 面 的 引 理 , $ 
的 一 个 自 同 构 也 就 是 使 二 保持 不 变 的 E 的 自 同 构 。， 特 别 是 , 我 们 
可 将 看 成 Aut5$ 的 一 个 子 群 ( 见 练习 6). 

通常 我 们 不 仅 用 到 a 还 要 用 到 oa" =2a/(a, m， 称 区 "一 
{o"|aE 鲍 为 瑟 的 对 偶 根系 (或 邀 根系 )， 实 际 上 它 是 E 内 的 一 个 
根系 , 而 且 它 的 Weyl 群 自然 地 同 构 于 W (练习 2), “(在 名 8 的 李 
代数 里 ， 通 过 Killing 型 使 卫 " 等 同 于 五 后，a 对 应 于 如 ， 而 av 
对 应 于 加 . ) 


9.3. 例 


称 1=~ dimE 为 根系 本 的 秩 ， 当 ! 生 2 时 ， 我 们 可 桓 个 简单 的 
图 来 描述 四， 由 于 CR2)， 当 1=1 时 ， 只 有 一 种 可 能 性 ， 标 记 为 
(Al); 
当然 ， 它 实际 上 是 一 个 根系 (Weyl 群 是 2 阶 的 )， 在 李 代数 理论 
中 , 它 属 于 31(2, F). 

， 秩 2 提供 了 更 多 的 可 能 性 . 其 中 的 4 个 描绘 在 图 革 内 〔 以 后 
将 会 知道 , 只 有 这 4 种 可 能 ). 在 每 种 情形 里 ， 请 读者 直接 验证 公 
理 以 及 确定 WY, 


9.4. 根 侦 


公理 (R4) 严格 地 限制 了 在 要 个 同 的 可 能 角度 回想 起 在 向 量 
* 56 。 


图 1 


o BEE 之 间 的 夹 角 9 的 余弦 是 用 以 下 公式 给 出 的 ; |al1Blcos6 
=(a, B). 所 以 《8, a》=2(pB, @)/(a, 四 =2(0181/el)oogb 县 
《a,，B>CB, a》 4cos 0. 最 后 一 个 数 是 非 负 整数 . 但 0<cos0<1， 
且 《a,B》, 《B, a》 有 相同 的 符号 , 所 以 当 a# 土 B, 上 81 之 jal 时 ,只 
有 以 下 的 可 能 性 ( 表 1). 

读者 将 会 看 到 ， 这些 角度 与 相对 长 度 正 是 图 1(9.3) 中 所 措 给 
的 . (对 于 A1x At， 可 以 在 一 个 方向 上 改变 尺度 ， 以 使 得 |al = 
1 861. 下面 的 简单 但 有 用 的 判别 准则 可 以 从 表 工 中 看 出 来 . 

引 理 设 4, 8 是 不 成 比例 的 根 ， 若 (ac，B) >>0( 即 mw B 之 间 
的 夹 角 是 严格 锐角 ), 则 a 一 8 是 一 个 根 、 车 (a, 8) <0, 则 a+B 是 
一 个 根 . 
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A 


不 确定 
1 


证 第 二 个 断言 可 从 第 一 个 推出 (只 要 用 一 B 代替 6)， 因 为 
(ga, B)>0 当 且 仅 当 la,B》>0， 表 1 显示 了 <a, B) 或 《(B, 0) 中 有 
一 个 是 1. 车 《a, B8》 =1， 则 os(a) =a 一 BEG (R3)， 类 似 地 , 若 
《B, o) 一 1, 则 BaEF, 所 以 oso(B-a)=a-BET. 下 

作为 一 个 应 用 ， 考 虑 一 对 不 成 比例 的 根 mw B， 观 察 所 有 形 如 
B+ia(iEZ) 的 根 ， 即 经 过 BB 的 oa- 链 . 设 7, 9E2Z+ 是 使 得 8- 
raETB, 6 二 gaE 臣 的 最 大 整数 . 如 果 某 一 个 B 十 和 侍 开 一 msi 和 的 
我 们 可 在 这 个 区 间 内 找到 p<s, 使 得 8+paE ,B+ (p+1Dagg, 
B+ (s 一 了 a 和 FB, B+sa EB， 但 此 时 由 引 理 可 知 : (a, B 十 pa) 之 0， 
(ww B+sa) <<0， 因 为 p<s, 且 (a, a)>0, 这 是 荒 廖 的， 我 们 可 归 
缚 为， 经 过 B 的 o- 链 是 从 Bra 到 B+ga, 中 间 不 中 断 的 ， 现 在 
oa 只 是 把 任 一 根 加 上 或 减 去 a 的 倍数 ， 所 以 这 个 链 在 os 下 不 变 ， 
从 几何 上 看 ，ce 只 是 把 链 倒转 (读者 很 容易 给 它 一 个 代数 证 明 ). 
特别 是 , ca(B+ga) 一 B 一 ra， 左 边 是 8 一 《B, aya 一 gm 所 以 最 终 
得 到 : 7 一 9= 《8,， a》( 见 命题 8.4(e))， 从 而 立即 可 得 : 殷 链 的 长 度 
景 多 是 和 


练习 
。 (除非 特别 说 明 ,由 总 是 表示 E 内 的 根系 , Weyl 群 是 六 ) 


”1 设 已 是 E 的 子 空间 . _ 如果 一 个 反射 cs 使 E 不 灾 , 证 明 或 者 <GE 或 
者 ECZP。. 


2. 证 明 @ 是 E 内 的 根系 ， 它 的 Weyl 群 自然 地 回 构 于 区 :再 证 
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(av BY) = 一念 只 ,并 当 Al，Ay，B:，Gs 的 情形 , 绘 出 $Y 的 图 . 

3. 在 表 工 中 征明 多 内 wece 的 阶 数 当 9=w/3, /3( 或 2/3)，m/4( 或 
3mr/4)，m/6( 或 5m/16) 时 ,分 别 为 2, 3, 4，6. [注意 ccce 一 旋转 26.] 

4 证明 As Xx Ar As, Bs, Gs 的 Weyl 群 分 别 是 阶 4, 6, 8，12 的 二 面体 
群 。 如果 是 秩 2 的 任 一 根系 ,证 明 它 的 Weyl 群 必须 是 其 中 之 一 . 

5. 用 例子 说 明 ， 即 使 (a, 86) <0 时 ，a 一 8 也 可 能 是 一 个 棍 ( 见 引 再 
9.4), 

6. 证 明 党 是 Aut (二 把 中 变 成 自己 的 所 有 自 同 构 组 成 的 群 ) 的 正规 子 
群 . 

7. 设 w BEG 张 成 了 E 的 子 空间 E. 证 明 EN$ 是 EE 的 一 个 根系 类 
似 地 证 明 @n (Za+28) 是 E 内 一 个 根系 (是 否 必须 与 ENgG 重合?). 更 一 
般 地 ， 设 -8' 是 囊 的 一 个 非 空子 集 , 使 $= 一 B', 并 且 由 a, BE@', a+8EF 
可 得 出 a+BEB 证 明 V' 是 在 它 所 张 成 的 E 的 子 空间 内 的 根系 . [使 用 琢 
1.,] 

8. 计算 Gs 的 根 链 以 验证 关系 式 + 一 q = 《B, a). i 

9. 设 D 是 欧 氏 空间 E 内 仅 满足 (R1)，(R3)， CR4) 的 向 量 集 , 证 明 ae 
的 倍数 中 能 够 属于 盏 的 认可 能 有 土 1/24, +aji +2a, 验证 {eEzl2x 和 全 
是 一 个 根系 . 

例 见 图 2.1 


10. 设 w BEO, 经 过 6 的 or- 链 是 6 一 ra …，B+ga 经 过 < 的 有 链 是 
4 一 ”8 …， at+qB， 证 明 : g(r+1)/(B, B)~=g(r'+D/(a, o). 

了 1, 设 C 是 正 实数 , 若 名 含有 所 有 平方 长 度 * 等 于 的 根 ,证 明 所 有 这 
样 的 根 的 集合 是 它 张 成 的 E 的 子 空间 内 的 一 个 根系 :描述 出 现在 图 1 中 的 
可 能 性 . 

【附注 】 

用 公理 化 方法 研究 根系 (如 在 Serre[2],，Bourbaki[2] 中 ) 具有 这 样 的 优点 ， 它 能 


获得 同时 能 应 用 于 李 代 数 ， 李 群 以 及 线性 代数 群 的 结果 。 关于 历史 的 评述 ， 可 参看 
Bourbaki[2], 


10. 素 根 和 Weyl 群 


在 本 节 内 ， 的 上 玫 和 区 人 则 上 内 的 多 1 的 很 家 具有 
Weyl 群 xp ， 


10.1. 基 和 Weyl 房 


的 一 个 子 集 4 若 满足 以 下 条 件 ， 则 被 称 为 基 ， 

(B1) 4 是 E 的 基 ， 

(B2) 每 个 根 6 可 写成 B= ka(a€ 4)， 并 且 具 有 全 正 或 全 
负 的 整 系数 . 

4 内 的 根 称 为 素 根 . 据 (B1)， Oard 4- 六 且 (B2) 中 的 B 的 表示 
式 是 唯一 的 。 这 使 得 我 们 能 定义 根 ( 关 于 4 的 ) 高 为 ht B= 人 2 


车 所 有 的 如 >0( 或 所 有 大 <0)， 就 称 B 为 正 根 (或 负 根 )， 且 记 为 
B>0 (或 6<0).( 关 于 4 的 ) 正 根 与 负 根 的 集合 通常 记 为 $+ 或 
7 (显然 一 一 B+). 著 < 和 是 正 根 且 a+B 是 根 则 显然 
“十 有 也 是 正 根 ， 实 际 上 ， 用 下 述 的 方法 ，4 定义 了 E 上 与 记号 
a>0 相 容 的 一 个 半 序 ; 定义 B<a 当 且 仅 当 a 一 B 是 正 根 之 和 (或 
等 价 地 , 素 根 之 和 ) 或 B=a. 

在 基 的 定义 中 只 存在 一 个 问题 没有 解决 ; 它 并 未 保证 基 的 存 
在 . 在 (9.8) 的 例子 中 ,标号 为 a, 6 的 根 实际 上 是 一 一 个 基 ( 验 证 !)， 


《9 译 者 注 ，a 的 平方 长 度 就 是 (a, -a) mlaja。 
。60。 


请 注意 , a 和 之 间 的 角 是 钝 角 , 即 (a，6) <0， 这 不 是 偶然 的 . 

引 理 若是 上 的 基 : 则 对 于 4 内 的 axC 有 全 AS0 县 
a 一 6B 不 是 根 . 

证 ”否则 的 话 , (a, 8) > 0. 由 于 假设 ax ,显然 还 有 ax 一 局 
故 引 理 9.4 断定 一 B 是 根 ， 但 这 又 违反 了 (B2)。 昌 

我 们 的 目 宗 是 证 明 以 下 定理 . 

定理 有 一 个 基 

这 一 证 明 实际 上 将 给 出 构造 所 有 可 能 的 基 的 具体 方法 ， 对 
每 个 向 量 YEB 定义 到 (7) = {EB1(Y, a)>0} ~ 位 于 的 正 交 
超 平面 的 “ 正 ” 侧 的 根 的 集合 ， 有 限 多 个 超 平面 Pa(a EG) 的 并 集 
不 可 能 占 满 E 这 是 欧 氏 几何 的 一 个 基本 事实 ( 留 给 读者 去 作 严格 
证 明 》. 如 果 7EE- [UPw 则 称 7 为 正则 的 , 否则 称 YEE 为 奇异 


的 。 当 为 正则 时 ,显然 有 一 B+(Y)U = @+(7) .这 种 情况 , 正 是 
我 们 所 要 寻求 的 ; 车 对 菜 雌 忆 EB+(W)， 有 a=Bi+Bs， 则 称 
aE D+ (Y) 为 可 分 解 的 , 否则 称 为 不 可 分 解 。 现 在 只 要 证 明 以 下 的 
陈述 就 够 了 . 和 

， ,定理 ， 恋 YEE 到 正则 的 ， 则 在 @+(y): 内 的 所 有 不 可 分 解 的 
根 的 集合 4(2) 且 更 欧 一 个 基 ， 且 每 一 个 基 都 可 用 这 样 的 方法 得 


由 话 寺 从 gr(2) 不 能 如 媳 写 上 再 选取 使 (7%， 四 尽 可 能 小。 
显然 < 自己 不 能 在 4(7) 内 , 故 a=Bi+Bs(B,EG+(y)), 因此 
(四 一 (80 十 (% .60)， 但 每 个 (7，60 是 正 的 , 所 以 Bi 和 AP 
都 必须 是 4(7) 的 非 负 酌 2 线性 组 合 (否则 汪 (% a) 的 极 小 性 相 包 
慎 ); 故 x 也 放 须 如 此 ， 由 这 一 矛 计 就 证 明了 原先 的 论断 。 

(2) 车 %%_ 8S4(02) owB, 则 (a, 8) <<0， 否 则 的 话 ,a 一 是 
一 个 根 ( 引 理 '9.4)， 显 然 B 不 训 能 是 “a 所 以 oa 一 B 或 8-c 在 
多 (Gy) 内 ， 在 第 一 种 情况 , zx 一 8 十 (ac 一 6)， 即 < 荆 可 分 解 的 ; 肉 第 
二 种 情况 ; 8 一 a+ (6 一 /加 是 可 分 解 的 这 与 银 设 相交 央 .，- . 

v* 人。 


(3) 4(Y) 是 线性 无 关 集 假如 全 rn=0 (saE4(7)，reER). 
把 使 得 re>0 的 指标 a 与 使 "<0 的 分 开 , 我 们 可 重 写 成 于 soa 一 
玉 toB(s。, to>0, a 的 集合 与 8 的 集合 不 相交 ). 令 e= 卫 sa。， 则 由 
(2), (es, 8) 一 加 sts (a, B)<0， 扎 使 6~0， 然 后 0= (7 8) 一 
三 sly, a)， 扎 使 所 有 s。~0， 类 似 地 , 所 有 如 =0，《 这 一 段 论证 
实际 上 证 明了 , 严格 地 位 于 E 内 一 个 超 平面 的 同 侧 ， 生 网 网 类 成 
角 的 向 量 集 合 必定 线性 无 关 . ) 

(4) 4(y) 是 甸 的 基 , 因为 B=B+(y)U -B+(y)， 故 册 于 人)， 
(B2) 的 要 求 被 满足 ， 从 而 4(7) 张 成 E, 再 加 上 (3); 就 导致 (B1). 

(5) 所 的 每 一 个 基 4 都 有 4(Y) 的 形式 ， 这 里 的 YEE 是 正则 
的 .给 出 4 后， 选 到 YEE， 使 得 对 所 有 的 aE4 满 足 (7, @) >0. 
(这 是 可 能 的 ;全 为 与 E 的 任意 基 相 关联 的 “ 正 的 ” 开 半 空间 的 交集 
是 非 空 的 ( 练 如 外 .由 于 (B2)，7y 是 正 钢 的 ,， 且 GrCGr()， 
CC 一 B+ (7)( 因 痛 这 二 个 都 是 等 式 )， 由 于 @+=@+(y)， 4 最 然 
由 不 可 分 解 元 素 良 组 成 关 邯 4c4(7， 但 Oazgad= Gard 4(y) 一 
所 以 4=4(7y). 四 

下 面 引入 一 些 术 语 ， 赵 平面 Pa(aE$) 把 分 成 有 限 人 区 域 ， 
E 一 JPR。 的 连通 分 支 被 称 为 E 的 ( 开 ) Weyl 房 ,这样 , 每 个 正则 的 
?SF 恰好 属于 一 个 Weyl 房 , 记 为 C(y) .CE(y) EC(Y) 就 意味 营 
7, 7' 位 于 每 二 个 超 平面 Pe(aE 5%) 的 同 侧 , 即 B+(y) =B+(y'), 或 
4(Y) 一 4(YD) 二 这 说 明了 yeyl 房 与 驮 之 间 有 一 一 个 自然 一 一 对 应 ， 
车 24=4(7),, 记 人 (人 =E(7), 且 称 它 为 关于 4 的 路 本 Weyi 房 . 
(人 是 开 台 集 (开学 空间 的 交 扫 )， 它 由 所 有 满足 不 等 式 (7 办 >0 
(xcE 人 的 YEE 所 组 成 ， 在 铁 2 时 很 容易 把 相应 的 图 描绘 出 来 ;图 
工 就 是 型 As 的 图 ， 这 里 有 6 个 房 其 中 有 阴影 的 是 关于 基 {o 有 
的 基本 房 。 

, Wexl 群 显然 把 一 个 Weyl 房 辽 到 姻 一 个 上 ; 当 oEW, y 正 
则 时 ， EC)) 一 E(cz)， 另 一 方 硬 ， 交 "把 基 作 置换 ; o 把 A 肤 成 
5 人， 它 仍 是 二 个 世 ( 为 化 条 ?)、 光 的 这 两 种 作用 实际 上 是 与 
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Wayl 房 和 基 之 间 的 对 应 关系 相 一 臻 的: 因为 (oY, oa) = (7, 0)， 
所 以 有 co(4(7Y))==4(o7). 


10.2， 关于 素 根 的 引 理 


设 4 是 瑟 的 固定 基 ， 下 面 证 明 关 于 素 根性 质 的 几 个 非常 有 
用 的 引 理 . 
引 理 入 若是 正 根 但 不 是 素 根 , 则 有 其 个 BE 4 使 一 .8 是 
一 个 根 ( 必 定 是 正 根 ). 
证 .车 对 所 有 的 BE4 都 有 (a, B86) 二 0， 则 能 应 用 (10， 了 的 第 
(8) 步 中 括号 内 的 注解 ,说明 4U {oj} 是 线性 无 关 集 ， 但 4 已 经 是 E 
的 基 ， 故 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 对 某 一 BE4， 有 (a, B) >0， 从 醒 
oa 一 BE 下 (由 引 理 9. 和 因为 B 不 能 与 < 成 比例， 记 a= 乱 bor (所 
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有 的 五 之 0， 且 对 于 YB， 有 某 一 >0)， 从 a 减 去 8 就 得 到 素 
根 的 2- 线性 组 合 , 其 中 至 少 有 一 个 正 系 数 , 根据 (B2) 内 表达 式 的 
唯一 性 , 迫使 所 有 系数 都 是 正 的 . 外 

推论 每 一 6E8 都 可 写成 十 … 十 ox (a1E4， 并 且 不 必 各 
不 相同 ) 的 形式 , 使 得 每 一 个 部 分 和 m 十 … 十 oi 是 一 个 根 . 

证 使 用 引 理 再 对 ht6 施行 归纳 法 . 上 

引 理 B 设 a 是 素 根 , 则 os 把 异 于 a 的 正 根 作 一 置换 . 

证 设 BEBt 一 {a}, B= 完 hrY (kyE2*)， 显 然 B 不 与 a 成 


比例 ， 所 以 对 某 一 7*a 有 石涛 0， 但 在 oc.(B) 一 BCB, aa 里 
?7 的 系数 仍 是 如。 换 名 话说 ,oa(B) 至 少 有 一 个 正 系数 (关于 4)， 
连 使 它 是正 根 ， 此 外 因为 a 是 一 a 的 象 , 故 0.(B) +a. 四 


推论 $3- 二 p 则 co(6) =5 一 a 对 所 有 的 aE4 成立， 


证 根据 上 述 引 理 , 这 是 显然 的 . 和 

引 理 C 设 m…', mE€4( 不 必 各 不 相同 ). 记 oo -~ 
oor si(a) 是 负 根 网 则 对 某 个 指标 1 和 s* 一 如 有 品 . 
O41°''Os_108+1°°*O#_1. 

证 记 A=coo…otci(o)，0<i st 一 2， p_i = wuw。 因为 
Bo<0 以 及 B-i 盖 0, 故 可 找到 使 6,>0 的 最 小 指标 8 则 0,(B,) 一 
Bs-1<0, 并 且 引 理 卫 迫使 8 一 a， 一 般 说 来 ( 引 理 9.2),oEW 意 
味 着 coto= couo ,所 以 oo= (ash ‘Gi or(Grp 0642), 这 就 得 
出 了 此 引 理 . 和 | 
” 推论 若 o=o1 者 一 aos 是 把 o€W 表示 成 与 素 根 相对 密 的 到 
射 的 表达 式 ， ,交合 得 最 小 有 CA 上 


10.3. Weyl 群 


现在 我 们 能 蜗 证 内 WY 单 可 迁 地 宣 岳 六 本 的 基 (二 等 价 地 ， 办 
换 了 Weyl 房 )， 并 且 Y 全 一 此 4 的 “单反 册 即 9 oo “6 二 
所 生成 、 
” 定理. 设 才 是 甸 的 心 不 基 : 0 i 
9 CE w 


(a) 若 yYEB 7Y 正则 ， 则 存在 cEyXp 使 得 (c(>)，o) >0 对 所 
有 的 xcE4 成 立 ( 于 是 xp 可 迁 地 作用 在 Weyl 房 上 ). 

(b) 可 果 交 是 交 的 员 一 个 革 , 其 有 基 二 个 E 交 ， 候 ckA 二 
人 所 以 Y 可 迁 地 作用 在 基 . 上 ). 

(0o) 车 a 是 任 一 根 , 则 存在 o€%， 使 o(a) 4 

(d) WY 由 oolaE4) 生 成 , 

(6) 车 o( 人 =4, cEW， 则 oo=1( 所 以 W 单 可 迁 地 作用 在 
基 上 ). 

证 和 有 ce 人 生成 的 Y 的 子 群 ， 我 们 将 对 
WY 证明 (a)~(o), 然后 再 推导 出 XMp7 = 

(a) 记 3- 妆 及 且 选 择 oEW”'， 使 (o(7)， 5) 尽 可 能 大 , 


若 a 是 素 根 , 则 cuc 当然 也 在 W' 内 ， 而 0 的 选取 意味 着 (o(Y)， 
8)> (0s0(y), 8) = (oy), oa(8)) = (0(7), 3- 四 = (0(y), 0)— 
(co(7Y), p) ( 引 理 10.3B. 的 推论 ). 这 迫使 (c(7)，a) 之 0 对 所 有 的 
“E4 成 立 。 由 于 7 是 正则 的 , 对 任 一 ac 不 可 能 有 (c(7)，om) =0， 
因为 这 会 导致 y 垂直 于 oria、 因 而 所 有 的 不 等 式 都 是 严格 不 
等 式 ， 从 而 c(7) 位 于 基本 Weyl 房 E(4) 内 , 且 o 把 CE(y) 映 到 
GE(4). 

.《b) 既然 由 (2a) 可知 W' 置换 了 Weyl 房 , 那么 它 也 可 迁 地 置 
换 功 的 基 ， 
(e) 考虑 到 (b)， 只 要 证 明 每 一 个 根 至 少 属于 一 个 基 就 可 以 
了 .因为 与 “成 比例 的 根 只 有 土 <， 故 超 平面 Po(B 头 土 0) 与 P。 
不 同 , 因此 存在 YEP。, YF Ps (对 所 有 B 关 土 @) (为 什么 ?)， 选 取 
足够 接近 7 的 使 得 (Y', @)=8>0, 而 同时 |(7，B)|>a 对 所 
有 的 6 关 士 x 成 立 ， 显 然 此 时 a 属于 基 4(7)。 

(d) 要 证 MY = Xp， 只 要 证 明 每 一 反射 cs(aE 四 ) 在 YY" 内 就 
够 了 ， 利 用 (e)， 找 出 ccE7p 使 hoe) E44. 则 gao ™ 
ogo0 1, 所 以 ga=0 100 EW 、 

(e) 设 c(4) -4 但 cx1， 如 果品 可 写成 一 个 或 几 个 二 夫 
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的 乘积 (由 于 (9)， 这 是 可 能 的 )， 再 取 其 中 长 度 最 小 的 ， 则 与 引 理 
10.20 的 推论 相 矛 盾 . 入 

可 以 使 用 (10.2) 的 引 理 ， 更 精细 地 探究 由 单反 射 生成 这 一 
事实 的 含义 是 什么 . . 、 

当 oEW 被 写成 oo…on,(a.E4,; 极 小 ) 时 ， 我 们 称 此 表 
达 式 为 简约 的 ， 且 记 1(o)=t 它 是 oc 关于 4 的 长 ， 由 定义 ， 
1(D =0. 我 们 也 可 用 以 下 的 另 一 种 方式 刻 划 的 长 ， 定 义 
n(0) = 使 得 ola)-<0 的 正 根 a 的 个 数 . 

引 理 入 对 所 有 的 wE Yop7 ICo) 一 2 

证 对 1!c) 施 行 归纳 法 ，!c) =0 的 情形 是 显然 的 : 1(o) =0 
意味 着 o=+， 所 以 n(o) ==0. 假设 引 理 对 所 有 使 Ls)<4o) 的 
TEW 正确 . 把 o 写成 简约 形式 c= Com0mu， 令 0 一 or 由 引 理 
10.20 的 推论 ， ola)-<0， 而 引 理 10.2B 又 章 昧 着 GO- 
n(o) — 1 另 一 方面 , Kcau) =1(0) 一 1<Hc)， 所 以 由 归纳 法 假设 ， 
lao。) -n(cos). 合并 上 述 两 个 结果 , 即 得 1(o) = mw(c). 站 

然后 我 们 更 仔细 地 看 -- 下 在 Weyl 房 上 的 单 可 迁 作 用 (上 
述 定理 的 (4) 与 (8e))， 后 一 -个 引 理 证 明了 关于 4 的 基本 Weyl 房 
的 闭 包 EC 是 光 在 E 上 的 作用 的 基本 区 域 ， 即 E 内 每 一 个 向 量 
恰好 WY 共 力 于 这 个 集合 中 的 一 个 点 . 

” 引 理 B 设 Y& 区 他， 则 对 所 有 的 cE 高 cxAX 成 立 。 

若 YE&(4), 则 仅 当 = 工时 才 有 cy 二 2 

证 我 们 可 设 0x1.” 记 o=giy “oo 是 作为 单反 射 乘积 
的 简约 形式 , 其 中 小 一 co 4 一 {a … 叮 : 显然 er: 中 的 每 一 个 
部 分 积 ouo… ‘oi (<s<) 也 是 简约 形式 ， 故 引 理 40， 20 的 推 
论 意味 着 cxo…oueta (aiio) 是 正 的 : 凸 于 内 积 关 竹 沙 不 变 ， 
我 们 可 以 写 (ourb…axby， ao) 一 (7， vie) 'oiesba)。， 根据 
对 7 的 假设 ， 它 是 非 负 的 ， 换 名 话说 , oy 是 由 减 去 wo， 
it-D，“…， oa 的 适当 倍数 认得 到 的 , 所 以 cy<y。 这 一 论证 还 说 
明 ， 若 cy 一 7 7 7 或 (Y， “一 0， 下 全 在 (人 
替 . 由 个 ， 
~ 6 。 
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10.4. 不 可 约 根系 


如 果 人 F 不 能 分 解 成 两 个 真子 集 的 并 集 ， 使 得 在 一 个 子 集中 的 
每 一 个 根 正 交 于 另 一 个 子 集中 的 每 一 根 , 则 称 多 为 不 可 约 的 .在 
《9.3) 里 , At Az, Bs, Go 是 不 可 约 的 , 但 Azx Ai 不是.) 假设 4 是 甸 
的 基 , 则 可 有 断言 :$ 是 不 可 约 的 当 且 仪 当 4 也 不 能 照 刚才 所 说 的 那 
样 分 解 . 先 证 充分 性 : 设 B= Us (Oo 6,) 0、. 除 非 4 全 部 被 
包 售 在 更 或 锡 。 内 , 否则 它 总 可 以 诱导 出 4 的 类 似 分 解 , 但 4CG@x 
意味 着 (4, $2) 0 或 (E; 8) 一 0， 这 是 因为 4 张 成 了 五 ， 从 而 说 
明了 充 秀 性 成 立 ， 反 过 来 , 设 甸 为 不 可 约 ,但 4=41U 4o, (du do) 
一 4， 因为 每 一 个 根 共 生 于 一 个 素 根 (定理 10.3(eo))， 所 以 瑟 = 
GB1U FB,, FB, 是 与 4; 内 的 根 共 轿 的 根 的 集合 ， 同 想起 (co，B) =0 意 
味 着 oa04 一 0s0。。. 既然 YW 由 os(a€4) 所 生成 ， 故 从 反射 公式 可 
以 看 出 , 8, 的 每 一 根 都 可 从 4 中 的 一 个 根 出 发 ， 通 过 加 或 减 4 的 
元 素 而 得 到 .因而 ,多 位 于 由 水 张 成 的 E 的 子 空间 EE 内 ， 且 看 
到 (Bh, B= 0 . “ 访 诅 锯 乒 Bip 或 B= 从 而 和 4 一 引 或 
dz 一 人 

避 理 A 设 G 不 可 约 ， 则 关于 半 序 < 存在 唯一 的 极 大 根 B( 并 
县 &%B 意 味 着 hta<hth, 对 所 有 的 wE4, 还 有 (8，a)>>0 0 成立) 
敬 B= 全 koa(qE 人 ; 划 所 有 的 he>>0. | 

` 证 设 如 = boa 是 极 大 的 , 最 然 B>0.. 车 4 {aE dik> 
| oj {fe€E4d|k 一 0), 则 4=AU 4s 是 一 个 分 解 ， 假 定 ds 非 空 ， 
则 对 任 一 xcE 昌 有 (a 周 委 0 (可 从 下 理 切 . 工 推导 出 )， 内 于 5 
不 可 的 ,. 至 人 必 有 一 个 a&zs 不 与 44 正 交 , 这 就 迫使 有 某 个 wE 
(a, 49 之 0, 所 以 {a, 8) 之 0. 这 意味 着 B+a 是 一 个 根 ( 引 理 9.4); 
这 与 8 的 极 大 性 相 兴 大， 因此 4 是 空 的 ， 且 所 有 的 如 >>0。 这 一 
论证 也 说 明了 (a, 8) 之 0 对 所 有 的 a€4 成 立 (至 少 对 一 个 w 有 
(mB) >0, 因为 4 张 成 FE)， 现 在 设 6' 是 另 一 个 极 大 根 . 把 上 述 
论证 应 用 于 B,. 则 B'( 具 有 正 系 数 ) 至 少 对 一 个 aE4 有 有 (as 8) 
因此 (RB)>0， 除 去 BcB' 的 捷 况 外 ，8 一 -总 是 蕊 全 根 ( 导 再 

7 。 


9.4). 但 车 一 B" 是 一 个 根 ,那么 不 是 8<P' 就 是 Ap, 这 都 是 
荒 廖 的， 所 以 B 是 唯一 的 . 目 
引 理 了 设 区 不 可 约 , 则 WV 作用 在 E 上 下 可 络 特别 是 根 
a 的 Xp- 轨道 张 成 E. 人 
证 一 个 根 的 WW- -轨道 所 张 成 的 子 空间 是 的 《( 非 零 和 水 
变 子 空间 , 所以 第 二 个 结论 可 从 第 一 个 推导 出 , ‘对 于 第 一 站 结论 ， 
设 已 是 E 的 非 零 子 空间 , 它 在 xp 之 下 不 变 ， 则 已 的 正 交 从 密闭 
E*” 也 是 Mt+ 不 变 的 ， 且 E= EGGE". 银 容 易 证 明 ， 洪 aE 名 ,由 于 
oa(E') =E， 故 不 是 aEE' 就 是 ECP。( 练 习 9.1)， 因 此 车 a 续 如 
即 有 aEB", 所 以 每 一 个 根 必 在 这 两 个 子 空间 的 一 个 之 趾 .… 于 是 
把 区 分 成 两 个 正 交 于 集 ， 连 使 这 两 者 之 一 为 空 集 . 又 由 于 张 
成 E, 可 得 E' 一 E. 上 
 ， 引 理 :C 设 作 不 可 约 则 号 内 地 的 和 只 有 了 种 8 押 a 
玖 县 高 网 ir 长 庆 的 根 都 在 WY 下 共 辐 ， :: 
和 证 t :车 西 闪 是 任意 根 , 则 因为 a(o) 张 成 了 E 人 再 B); 帮 不 
闯 廊 有 的 (oY》(c EW) 都 能 正 交 于 办 ”如 果 (a，B) %0, 我 们 知道 
( 见 (9.4)), a, B 的 平方 长 度 的 比值 只 可 能 是 1, 2, 3, 1/2, 1/8. 
岂止 醒 的 两 蚀 话 很 易 得 出 引 理 的 第 一 个 断言 ， 因 为 如 时 出 旧 三 种 
根 长 度 , 就 会 得 到 比例 .8/3. 现 在 设 a, 8 有 相同 长 度 、 把 其 中 之 二 
换 成 w~- 共 思 元 (如 上 ) 之 后 ,我 们 可 假定 它们 不 正 交 ( 并 且 不 相 同 ， 
否则 就 证 明 完毕 了 ). 据 (9.4), 属 须 有 (am B)= (9; 办 一 土 直 在 必 
要 时 :把 及 换 记 一 B=oe(6)， 活 们 就 可 假设 (zc， By 一 1 所 及 
inv) (Boiob (RB—o) AHB iatB) a, 
一 3 如果 而 本 再 约 避 生肖 两 种 不 同根 长 度 ; 我 们 就 可 称 它们 汶 长 
栅 蕊 经 报 i, (如 洒 所 有 的 根 等 长 , 则 我 们 约定 都 称 它 科 为 长 根 . 
引 理 D， 要 基本 9 的 有 有限 种 不 同 要 长度 -网 引 再 4 的 
孝 光 机 8 且 长 据 。 a 
: 证 设 aE 更 是 任意 的 . 大 要 证 明 (8; B)> (a, 四 即 可 . 我 
们 可 把 4 蔡 换 成 它 的 %”- 共 辑 元 , 以 使 < 位 于 基本 .可 syF 青 (关于 
节 ) 的 闵 包 内 民 央 为 BE<az0( 避 理 AD 帮 对 任 一 yxyE EI 面 者 有 
“- 的 B “- 


(y, 8~-@ 之 0， 把 这 一 事实 应 用 于 Y= 8 ( 见 引 理 人 A) 以 及 Y= a, 
即 可 得 (86, 6) 之 (B, om) (ao 0). 上 


练习 

1. 设 BY 是 的 对 偶 系 , 小 = fav|aE 作 证 明 4 是 g@v 的 基 . [观察 
单反 射 对 4 的 元 素 的 作用 效果 , 且 使 用 定理 10.3.] 

2. 者 4 是 名 的 天 ,证 明 集 全 (Za+28) n Gas 有 者 在 4 内 ) 是 由 中 B 张 
或 的 E 的 子 空间 内 的 秩 2 根系 ( 参 坦 综 习 9.7). 失 广 这 一 结果 到 4 的 任意 
子 集 . 

3. 证 明 每 一 个 秩 2 根系 同 构 于 (9.3) 中 的 一 个 

4， 对 G% 直接 验证 引 理 10.2A 的 推论 . 

5. 若 cE 少 可 写成 上 个 单反 射 的 乘积 ,证 明 # 与 1(0) 有 相同 的 奇偶 性 , 

6 定义 一 个 函数 sn; >{ 诗 了 j 为 ap(o) 一 (一 Di 证 明 加 是 一 个 同 
态 ( 参 看 4, 的 情形 , 此 时 同 构 于 对 称 群 9%). 

7. 证 明 与 的 任 一 基 yx,…, yi 相伴 的 “ 正 开 半空 间 的 交集 是 非 空 
机 5 是 y 到 由 除 % 外 其 余 基 向 量 所 张 成 的 于 空间 的 正 交 余 空间 寺 的 

、 洲 央 7y= 卫 ?So 其 中 所 有 ?1>0.] 

i 设 4 是 瑟 的 一 个 基 ,z 汪 有 是 案 根 , Dp 是 在 Es 一 Ra:H RB 内 的 铁 2 
根系 ( 见 练习 2)，gup 的 Wey1 群 Ye 是 由 ,os ao 关于 Es 的 限制 码 ; wp 所 
生成 ， 且 Ws 可 看 成 多 的 子 群 ， 证 明 Wis 内 -一 个 元 素 的 “长 ”( 关 于 Ta wo) 
等 于 少 内 相应 元 素 之 长. 

9. 证 明 : 存在 的 唯一 元 素 0 它 把 B+ 映 成 @- (关于 4 的 ). 证 明 o 
的 任 一 简约 分 解 式 必须 包含 所 有 的 caCaE 人 小， 讨论 0) 之 值 . 


10. 在 了 内 已 给 出 4= fou…aih, 令 和 = 六 taskEZ 且 所 有 的 为 >0 
或 所 有 的 <0).! 证 明 : 或者》 是 一 个 根 的 倍数 (可 以 是 0), 或 者 存在 oe 
使 goA= 避 所 ao 并 生菜 些 术 >0, 某 些 太 <0，[ 证 明 概要 : 若 不 是 任 一 个 根 
的 倍数 , 则 的 正 交 超 平 曾 P, 不 含 于 日 Pa 内 . 取 LEPs 一 中 Ps。 然后 找 


一 个 ovEx 使 所 有 的 (a op)>0. 由 此 可 得 0~(X%, 1) =(0%, cm 
Eb Ca, op). ] | 

工 . 设 吕 是 不 可 约 的 ,证明 作 ” 于 者 名 的 阮 并 流 有 同样 六 
则 9Y 也 如 此 《上 且 加"' 同 构 于 D》， 另 -方面 ， 若 人 有 两 种 不 同 的 根 长 度 ; 其 
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DY 也 如 此 但 车 a 是 长 的 , 则 av 是 短 的 (以 及 相反 的 情形 ) 使 用 这 一 事实 
以 证 明 有 一 个 唯一 的 极 大 短 根 (关于 由 4 定义 的 半 序 -)， 

12. 设 是 不 可 约 的 ,使 用 引 理 10.3B, 10.4C 以 给 出 8 具有 唯一 的 
极 大 长 根 与 短 根 的 另 一 种 证 明 . 

13, 内 的 反射 都 是 形 如 colaEB) 的 ，[ 在 反射 超 平面 内 的 向 量 如 果 
不 与 任 一 个 根 垂直 , 则 它 只 能 被 y 内 的 恒 等 映 射 所 固定 . ] 

14. 证 明 E 的 每 一 点 都 w- 共 诡 于 关于 基 4 的 基本 Weyl 房 的 闲 包 内 的 
一 个 点 ，[Weyl 房 的 并 集 在 E 内 是 本 密 的 ,] 


【附注 】 
这 里 所 阐述 的 乃 是 Serre 里 的 内 容 的 扩展 ， 


11. 分 “类 
在 本 节 中 , $ 代表 秩 1 的 根系 , WY 是 Weyl 群 ,4 是 多 的 一 个 


基 . 
11.1. 玫 的 Cartan 矩阵 . | 
取 定 素 根 的 一 个 序 (@, …, o). 矩阵 (ko ay》) 称 为 6 的 


Cartan 和 矩阵。 它 的 元 素 称 为 Cartan 整数 . 
例 秩 2 根 系 的 Cartan 矩阵 为 


AxAl? 0 A 2 一 | 
1 i\0 2 六 人 1 py 


Cs 

Bs . 1 Ga 小 

1 2 一 8 2 

上 述 和 矩阵 与 选 定 的 序 有 关 , 但 这 没有 什么 重大 的 关系 . 最 恒 要 的 
一 点 是 'Oartan 和 矩阵 与 4 的 选择 无 关 , 这 是 由 于 可 迁 地 作用 在 
基 的 集合 上 (定理 10.3(5))、 因 为 4 是 瑟 的 基 . 故 Cartan 矩阵 
是 非 疝 异 的 ((8.5))， 事 实证 明 , Cartan 矩阵 完全 刻 划 了 F， 
-命题 设 B'CE' 是 另 一 个 根系 , 带 有 基 = {wl,…， oi}. 车 
CQ, > 一 Ca, ol 1<% j<1 则 一 一 对 应 应 o> a 可 以 (唯一 地 ) 
扩张 为 一 个 同 构 四 ;>E'， 它 把 多 映 到 7 上 ， 且 对 所 有 w Be 
满足 《g(a)， $8)> = 8, B>, 奈 以 的 Cartan 矩阵 确 宣 多 到 闹 
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一 个 同 构 的 程度 . 

证 因为 4( 相 应 地 . 人 是 EGE) 的 基 所 以 存在 唯一 的 向 量 空 
间 同 构 &:E->E, 把 mw 对 应 到 w(1<t<1D、 如 果 mw BE4, 前 面 的 
假设 保证 了 csw(g(8))=au(6) 一 有 一 (8 oo =$(B)—<B, 
opla) = p(B—<B, aa) 一 多 (ao(B)). 换 名 话说 ， 以 下 的 图 对 每 
一 个 aE4 是 可 交换 的 : 


p Er 


E . 
| | | +{0) 
MW ， 


5 


而 相应 的 Weyl 群 WW” 是 由 单反 射 生成 的 (定理 10.3(d))， 
所 以 映射 ogeoo$"! 是 W 到 W' 上 的 同 构 ， 它 把 0 映 成 
vwa(aE€4)， 但 每 一 个 BE 在 下 共 罗 于 一 沾 率 根 (定理 
了 .3(o); 区 如 说 , 8~o(aq) (a€ 小. 这 就 迫使 $5(B) = (WBo0oD 
”($(a)) EB'， 从 而 $9 把 全 映 到 ' 土 ， 小 外 , 从 反射 公式 可 看 出 ， 
由 保持 所 有 的 Oartan 整数 . 上 

上 述 命题 说 明 : 原则 上 , 可 以 从 已 知 的 Oartan 整数 作出 瑟 . 实 
际 上 ， 要 创造 一 个 能 得 出 所 有 根 (或 所 有 正 根 ) 的 具体 算法 并 不 太 
困难 .最 好 的 方法 也 许 是 考虑 根 链 (9.4)、 从 高 为 工 的 根 , 即 素 根 
出 发 ， 对 于 任 一 根 得 a 关 oy, 经 过 wm 的 ui- 链 的 整数 * 等 于 0( 因 为 
据 引 理 10.1, mw 一 不 是 根 )， 所 以 整数 9 等 于 一 <a, oy》， 这 就 
使 我 们 能 写 出 所 有 的 高 为 2 的 根 a， 从 而 知道 了 整数 Ca, oy》， 对 
于 每 一 个 高 为 2 的 根 a, 经 过 a 的 er- 链 的 整数 了 很 易 被 确定 ， 这 
是 因为 “至 多 可 被 % 减 去 1 次 (为 什么 ?), 根 据 + 一 g 一 《a, ay》, 可 
以 找 出 g. 上 只 要 我 们 把 这 一 过 程 重复 足够 多 次 , 引 理 10.2A 的 推论 
保证 所 有 的 正 根 最 终 都 能 这 样 得 到 . 


11.2. Coxeter 图 和 Dynkin 图 


若 w B 基 不 同 的 正 根 , 则 我 们 知道 《a,，B》 CB Ah30, 出 3 起 
3(9. 和 分、 定义 息 的 Boxeter 图 沪 具 有 1 个 顶 虚 的 图 , 漠 旦 入世 丈 
es。 


顶点 与 第 了 个 顶点 (4 尖 力 用 Ca， ay>Las, 0) 条 边 连 接 起 来 . 全 各 


AL xAs oo © 
As 0———O - 
.Be CC 一 一 . 全 
G === 下 


当 所 有 的 根 等 长 时 ， 因为 此 时 《ou ai 一 《ab ay 玫 Oomater 图 
确定 了 Lm, mw>。 当 涉 及 到 不 止 一 个 根 长 度 时 (例如 Bs 或 Gs)， 这 
个 图 不 能 告诉 我 们 哪些 顶点 应 该 对 应 短 素 根 , 哪些 对 应 长 素 根 ( 当 
这 些 顶 点 被 2 条 或 8 条 边 连结 时 ). (不 过 可 以 证 明 , Coxeter 图 完 
全 确定 了 Weyl 群 , 这 主要 是 因为 它 确定 了 六 的 生成 元 的 节 积 的 
阶 ， 参 看 练习 9.8.) 

，” 当 在 作 的 Coxeter 图 中 出 现 2 条 或 3 条 边 峙 ;我们 可 以 加 上 上 
一 个 箭头 指向 两 个 根 中 较 短 的 一 个 ， 这 一 附 埠 的 信息 使 我 们 能 把 
Oartan 整数 求 出 来 , 把 这 样 得 到 的 图 称 为 五 的 Dynkin 图 。 (和 
前 面 一 样 , 它 与 素 根 的 编 央 有 关 , ) 例如 , . 
B, cD 

， . 1 人 CE 
另 一 个 例 : 给 出 图 
《 它 与 根系 F 相关 联 ), 读者 很 容易 求 出 .0artan 矩阵 

2 —1i 0-. 
~1 ‘2.~2.0 


11.8. 不 可 约 分 支 

回忆 (10.4), $ 是 不 可 约 的 当 自 仅 当 修 或 等 价 地 ,4 不 能 分 解 
成 两 个 正 交 的 真子 集 、 .显然 ,多 不 可 网 当 且 仅 当 它 的 Ooxeter 图 是 
首 通 的 (在 通常 坦 久 赴 )、 一 般 说 来 , Ceetsr 儿 将 会 有 一 些 连 通 分 
ea 2 。 


支 , 设 4=44U…U4 是 4 到 互相 正 交 的 子 集 的 相应 分 解 . 车 
E 由 44 张 成 ， 则 E=E@…@E: ( 正 交 直 和 )。 此 外 , 4 的 2- 线 
性 组 合 中 是 根 的 那 一 部 分 ( 称 这 一 集合 为 B) 显 然 构 成 了 EE 的 根 
系 ， 它 的 Weyl 群 是 的 由 所 有 ce(aE4) 生 成 的 子 群 在 E 上 的 
限制 。 最 后 ， 每 一 已 是 交 - 不 变 (因为 全 4 意味 着 ce 作用 在 8 
上 是 平凡 的 ), 所 以 所 练习 9.1 的 论证 , 立即 可 证 每 一 根 必 落 在 某 
一 E; 中 , 即 多 =BU Ug. 

命题 多 可 以 ( 叭 一 地 ) 分 解 成 不 可 约 根系 6 ( 它 在 E 的 予 空 
间 E 内 ) 的 并 集 ,使 得 使 得 E- .~ -EL 下 E 交 真 和 ). 8 


11.4. 分 类 定理 


(11. 8) 内 的 讨论 说 明了 只 要 将 不 可 约 根系 ,或 等 价 地 ， 将 连通 
Dynkin 图 分 类 就 够 了 (参看 命题 11.1). 

定理 车 外 是 秩 7 的 不 可 约 根系 ， 则 它 的 Dynkin 图 是 下 面 
几 个 中 的 一 个 (每 一 种 情形 都 有 了 个 顶点): 


AI (7> 1): 
1 


F: oD 、 ; 
Gs $ | ; 
对 型 Ai~Di 中 的 工 所 加 的 限制 是 为 了 避免 重 迭 .与 扩 标 出 的 
素 根 编号 相对 应 的 Oartan 矩阵 在 表 荆 中 给 出 ， 看 了 洼 画 烈 出 的 
图 后 ， 可 发 现 除 Bi Ci 外 , 所 有 其 它 情形 的 Dynkin 图 都 可 从 


Coxeter 图 推导 出 来 , 而 B 和 C; 来 自 同一 个 Ooxeter 图 , 差别 就 在 
于 短 素 根 与 长 素 根 的 相对 个 数 ， (让 两 个 根系 实际 上 是 至 相对 东 


的 , 见 练习 5.) 1 
表 | Cartan 息 放 | 
2 -1 0 0 相 
一 开 2 -1 Ge 0 
Ar 0 一 1 2 -1 0 we 0 
0 0 0 0 一 1 2 
2 1 0 0 
-1 2 1 0 0 
Be 
| 0 0 0 -1 2 -2 
0 0 0 0 -1 2 
2 1 0 0 
一 1 2 ls 0 
Cr —1 2 一 1 0 
0 0 0 .ee -~1 2 -1 
0 0 0 0 一 2 2 
2 一 1 0 ooeovoossesssoeeseeee 0 


-1 2 一 0 
Dr | 0 0 :ee -1 8 -1 0 0 
0 0 a, -~1 2 -1 -1 
0 0 ee. 0 -1 -2 0 
0 


ee I4 。 


2 0-1 0 0 .0 
0 2 0 -1 0 0 
-1 0 2-1 0 0 
Ee 0 -1 -1 3 -1 0 
0 0 0 -1 2 -1 
‘0 0 0 0 -1 2 
2 0-1 0 0 0 0 
0 2.0 -1 0 0 0 
-1 0 2~1 0 0. 0 
局 0 -1 -1 2 -1 0 0 
0 0 0 -1 3 -1 00 
0 0 0 0-1 2 -1 
， 0 0 0 0 0- 2 
2 0-1 0 0 0 0 0 
0 2 0-1 0 0 0 "| 
-1 0 2 -1 0 0 0 0 
E. 0 -1 -1 2 -1 0 0 o | 
: 0 0 0-1 2 -1 0 0 
0 0 0 0-1 2 -1 0 | 
0 0 0 0 0-1 3 -1 
0 0 0 0 0 0 -1 2 . 
2 -1 0 0 
-1 2 -2 0 
Fe E -1 | 
. 0 0 -1 2/ 
2 -1 
c (3 23) 


定理 的 证 明 证 明 的 思路 是 首先 将 可 能 的 Ooxeter 图 分 类 
(忽略 根 的 相对 长 度 ), 然后 再 看 能 得 到 怎样 的 Dynkin 图 . 故 只 要 
把 初等 欧 氏 儿 何 应 用 于 有 限 的 向 量 集 即 可 ， 这 些 向 量 间 的 夹 角 是 
由 Ooxeter 图 所 规定 的 。 因为 不 考虑 长 度 ， 故 在 此 用 单位 向 量 的 
集合 来 处 理 可 以 更 容易 一 些 。 为 了 得 到 最 大 限度 的 适应 性 , 我 们 
仅 作 以 下 的 假设 E 是 (任意 维 ) 欧 氏 空间 ,外 = {81,…, sj} 是 个 
线性 无 关 单位 向 量 的 集合 , 它们 满足 (a, sy) <0(i 关 站 以 及 4(&， 
8)) ?~0, 1, 2 或 8(i*j 站 ， 这 样 的 向 量 集 合 称 为 容许 的 。( 鲍 : 
一 个 根系 的 基 的 元 素 , 每 个 都 除 以 它 欧 长 度 . ) 对 所 二 个 集会 :1, 我 

a 7 =。 


们 联系 一 个 图 工 , 正如 以 前 对 根系 的 素 根 记 作 的 那样 : 用 4(so e))? 
条 边 连 接 第 % 和 第 个 顶点 (i 关 j)， 现 在 的 工作 是 确定 与 容许 向 
量 集 相关 联 的 所 有 连通 图 (这 包含 了 所 有 连通 Ooxetsr 图 )， 下 面 
分 几 步 做 ,第 一 步 是 显然 的 (在 此 并 没有 假定 工 是 连通 的 . ) 

(了 车 售 弃 某 些 a6 则 余下 的 向 量 仍 构成 容许 集 , 它 的 图 可 从 
工 划 去 相应 的 顶点 及 与 它们 相连 的 边 而 得 到 . 

(2) 在 了 工 中 玛 少 被 一 条 边 相连 的 顶点 对 的 数目 是 严格 小 于 m 
的 . 置 8 一 BD. 因为 8 是 线性 无 关 的 ，s 关 0， 所 以 0<(e, €)= 
n 十 2 它 (so 8/)、 设 了 是 一 对 (不 同 的 ) 下 标 , 使 (st,， sy) 头 0 ( 邯 
顶点 6 和 5 是 相连 的 ). 则 4(s,，s/)?=1, 2 或 3, 特别 是 ,2(s,, 8)) 
所 一 I. 根据 上 面 的 不 等 式 , 这 样 的 顶点 对 的 个 数 不 能 超过 nn 一 

(8) 工 不 能 有 图 ， 一 个 圈 将 是 所 的 容许 子 集中 的 图 六 '( 见 
()), 而 把 换 成 Oard 和 后 , 可 知 7 违反 (2). 

(4) 从 工 的 任 一 顶点 出 发 的 边 不 能 多 于 3 条 ， 假 定 eE 叶 

mm，…, mm 是 托 内 与 8 相连 的 向 量 (分 别 用 1，2 或 8 条 边 相 连 )， 

即 (s,m) <0, 且 s,m, …, rm 各 不 相同 ， 册 于 (3)， 任 两 个 ?7 均 不 
相连 ， 所 以 对 i 钴 了 有 (m, ) 一 0， 因 为 外 是 线性 无 关 的 ， 所 以 在 
8, m4,，…'， Yn 张 成 的 子 空 间 内 有 某 一 单位 向 量 m6 与 9 …, nm 正 
交 ; 显然 对 这 样 的 mo, (s,m) *0， 现 在 6= 宫 (6, wm 帮 1=(s， 


8) = Ss, m2. 这 迫使 安 (e， 7)’<1, 或 名 4 (6 mn 之 4 但 
4(s， m)? 正 是 在 了 内 连接 s 与 的 边 数 . 

(5) 一 个 含有 三 重 边 的 容许 入世 的 公有 连通 图 荆 是 
= ( 即 Ooxeter 图 Go). 这 可 从 (4 立即 推出 . 
| (6) 设 {81,，… 时 S%[ 有 - 个 子 图 人 
(内 一 个 单 链 ). 若 2 = (中 一 fa sx}) U {8}; a= ebp 则 并 
也 旦 容许 集 . 《把 三. 内 的 此 单 链 缩 成 一 个 点 , 即 得 如 的 图 . 3 相 ' 的 
线性 无 关 性 是 显然 的 ， 根据 假 蚀 ， 2(84"eD lL 和 Eb 51 所 
wa 76 


以 (8， 8) b+2 De, sj) ~ 上 一 (一 1) 一 1, 即 6 是 单位 向 量 . 又 六 


任 一 nEN 一 {8e1,…, 8x} 至 多 只 能 与 &1,…, ex 中 的 一 个 相连 
( 据 (3))， 因此 不 是 (ym, 8) ~0 就 是 对 某 一 1<i<h 有 (m, 8) 
(%， st)， 不 论 哪 一 种 情形 , 总 是 4(m 6)? 一 0 1, 2 或 3 

(7) 工 不 含 以 下 形状 的 子 图 ; 


假定 在 荆 内 出 现 了 上 述 图 中 之 一 ， 由 (了 ， 它 将 是 一 个 容许 集 的 
图 . 但 (6) 允许 我 们 将 单 链 换 成 一 一 个 单独 的 顶点 ,就 导出 了 以 下 的 


图 ， 它们 都 违反 (4). 


(8) 容许 集 的 任 一 连通 图 全 都 是 以 下 形状 之 一 ， 


一 .D0 o 一 一 一 
€ ey $3 Ep Wa Na- 7 wi 
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实际 上 , 根据 (5)， 只 有 ”一 = == 含有 一 个 三 重 边 。 包 含有 一 
个 以 上 的 两 重 边 的 连通 图 将 含有 一 个 子 图 : 


C0 oo? 一 一 CD 


这 违反 了 (7), 所 以 最 多 只 能 有 一 个 两 重 边 . 此 外 , 根据 (7)， 车 工 
有 一 个 两 重 边 , 则 它 它 不 能 再 含有 “分 灵 点 ”( 分 支点): 


因此 上 面 画 的 第 二 个 图 是 仅 有 的 可 能 (又 因 (3), 不 可 能 有 图 )， 最 
后 设 荆 只 有 单 重 边 。 若 荆 没 有 分 又 点 ， 则 它 必定 是 一 个 单 链 ( 仍 
然 因为 不 可 能 有 图 ). 电 世 丰富 能 包 合 一 个 以 上 的 分 灵 点 (由 (7)》， 
所 以 剩 下 的 可 能 性 只 有 第 四 图 . 
(9) 在 (8) 内 第 三 种 类 型 的 连通 图 全 只 可 能 是 06 Uoxeter 图 Fy 
一 一 一 或 Coxeter 图 BC=C 图 Bu 一 Co Cc) 
一 一 一 一 


置 s= Sie, n= im. 由 假设 ， 2(8, B641) = —1=2(%, M41)s 
并 且 其 它 的 向 量 对 是 正 交 的 , 所 以 (s， 0) -Ditl) - 


2 (2+1T)/2， (7 7)=gq(g+1)/2.， 因为 4(sp，m)? 2， 也 有 
(8,7) ?一 prg*(8p, oo)2 一 2202/2. 因 8; 显然 线性 无 关 , 故 Schwartz 
不 等 式 意味 着 (8, 7)*《(e, eX7,"), 即 pg?/2<p( p+1)g(g+1)/4, 
从 而 (wp 一 1)(q 一 1)<<3。， 只 有 下 列 的 可 能 性 ， p=g==2( 即 FE) 或 
2 一 1 (g 任意 ),g 一 1(p 任意 )， ” 

(10) 在 (8) 内 第 四 种 类 型 的 连通 图 工 只 能 是 Coxeter 图 D,， 


co «0 一 一 一 一 
或 Ooxeter 图 E,(n=6, 7 或 8)， 


置 s 一 之 8 一 之 dn, i=Z i 显然 s， 7, “ 是 相互 正 交 的 线性 
se 9 全 全 


无 关 向 量 , 且 消 不 在 它们 张 成 的 子 空间 内 ， 如 同 在 (4) 的 证 明 中 一 
样 , 可 得 cos ?01 十 cos 0s 十 cos ?9 过 1， 这 里 的 加 ， 9。, 98。 是 由 与 5， 
7,《 间 的 夹 角 再 运用 与 (9) 同样 的 计算 ,用 p 一 1 代 包 可 证 
(s，s) 一 p(p 一 1)/2, 对 m, 4 也 有 类 似 结果 . 所 以 cos 一 (8， DY 


Ge 风骨 = pb)’ (eps /ss0) = F(a(p-D)/p(p-l)) = 
(2 一 /2p = 序 民 一 1/p)， 对 9s，0s 也 有 类 似 的 式 于 ， 把 它们 相 
加 ， 即 得 不 等 式 训 (1 一 1/p+1~1/g+1-1/7)<1 或 1/p+1/g 


十 IT/r>>1(*)、( 娄 便 说 一 名 , 这 个 不 等 式 在 数学 中 已 有 悠久 的 历 
网 .) 通 过 改变 标号 ,可 役 1/p<1/g<1/r(<1/2;' 著 p,q 或 "等 于 
1, 就 回 到 型 A,)， 而 不 等 式 (*) 意 味 着 8/2>>3/7> 二 所 以 +=2. 
然后 ，i/p+1/g>1/2,' 2/qg>1/2， 从 而 2<g< 秆 车 gq=8， 册 
1/p>4/6， 必定 :p<6， 因 此 可 能 的 (p,q, 7) 为 ，(p, 2, 2) 一 Du 
(3, $ 2) =E6; (4, 8, 2) 一 Er (5,°8, 2) =Es. 

上 面 的 论述 已 证 明了 欧 氏 空间 内 容许 向 量 集 的 连通 图 都 可 以 
在 型 A~G 的 Coxeter 图 内 找到 .并 且 , 根系 的 Ooxeter 图 必须 是 
其 中 之 一 ， 但 除了 BG 外, 其它 情形 的 Coxeter r 图 都 唯一 确定 了 
Dynkin 图 ,因此 定理 得 证 . ' ” 


~ 狂 - 习 
1 
1. 验证 Cartan 矩阵 ( 表 卫 . 
* 计算 ,Sartan 姐 阵 的 行列 式 (对 于 型 AD 关于 7 本 用 数学 局 纳 


法 )， ea 
Al: 1 十 性 By: 2, Cr 3; D,: 和 44; Eeé: 3; Ey 2 Eo, 和 Gu 1 网 


3， 用 《11. DD 的 算法 写 出 G 的 所 有 根 ， 对 Cs: 
2 -1 0 
0 -2 2 
做 同样 的 工作 ，， 


“4， 证 明 根系 @ 的 NY Wey! DO 的 wm min 
让 机 ， a 


> 


5. 证 明 除 B,C; 外 ,每 个 不 可 约 根系 与 它 的 对 偶 根系 同 构 。 而 B; 与 Ci 


是 互相 对 侦 的 . 

6. 证明 若 一 个 Dynkin 图 被 包含 在 另 一 个 之 中 (例如 : Ee 在 外 内 ， 或 忆 
在 Es 内 )， 则 可 诱导 出 相应 根系 的 包 合 关系, . 

【附注 】 . 

我 们 对 分 类 定理 的 证 明 按 照 Jacobsontu, 稿 有 不 同 的 处 理 方法 可 参见 Cariez 欠 
Bourbaki 着 重 于 Coxeter 群 的 分 类 , 根系 的 Weyl 群 则 是 它 的 重要 例子 。 


12. 根系 和 自 同 构 的 构造 


在 $11 中，( 不 可 约 ) 根 系 的 可 能 的 (连通 ) Dynkin 图 都 被 确 
定 了 . 剩 下 的 是 要 证 明 型 A~G 的 每 一 个 用 确实 属于 一 个 根系 外 
后 面 还 要 简单 地 讨论 Aut $B.， 型 人 A~D 的 根系 的 存在 性 ,, 主 以 通 
过 验证 (1.2) 的 每 一 个 典型 线性 李 代数 的 根系 确实 为 所 指明 的 类 
型 而 得 到 证 明 ， 当然， 这 需要 首先 证 明 这 些 代数 的 半 单纯 性 ( 见 
8 19). 于 让 放 四 洁 根 系 也 是 十 分 容易 的 ,这样 做 , 还 能 弄 清 
Weyl 群 的 结构 . 


12:1. 型 A~G 的 构造 


这 里 我 们 在 空间 B" 上 进行 讨论 ， 此 处 的 内 积 是 按 通常 的 定 
义 ,而 且 a1,，…， ss 是 Br 的 通常 的 规格 化 正 交 基 . 这 一 基底 的 2- 
张 成 是 一 个 格 , 记 为 了 在 各 种 情形 蛙 , 我 们 将 把 E 取 为 B" (或 它 的 
一 个 适当 的 子 空间 , 带 有 遗传 给 它 的 内 积 ). 然后 把 定义 为 (或 
的 一 个 与 它 紧 密 相 联 的 子 群 J) 里 具有 某 些 特定 长 度 的 向 量 全 体 . 

因为 群 了 (或 J) 在 Br 的 通常 拓扑 下 是 离散 的 ， 而 Br 内 具有 
一 个 或 两 个 已 给 长 关 的 向 量 集合 是 紧 致 的 它 是 有 界 南 的 ),* 因 此 
5 是 有 限 的 , 且 不 含 0， 在 以 下 讨论 的 各 种 情形 里 ; $ 张 成 EE 是 很 
明显 的 (实际 上 ,$$ 的 一 个 基 将 被 列举 出 来 ) .从 而 (R1) 被 满足 .对 
长 度 的 选取 显然 将 使 (R2) 成 立 . 对 于 (R3)， 只 要 验证 反射 
ve(aET) 把 B 映 加 了 内 即 可 ,因为 此 时 os(B) 自 动 地 由 所 给 长 度 
的 向 量 所 组 成 ， 因 而 (R8) 能 从 (BR4) 得 到 . 至于 (R4), 通常 只 要 先 
取 能 整除 2 的 平方 长 度 即 可 , 因为 此 时 , 所 有 的 内 积 (a,B) EB(w 
EBD 


En) 自动 地 成 立 . | 

作 了 这 些 准备 后 , 现在 分 别处 理 情 形 A~G， 用 刚才 概述 的 方 
法 验证 了 (BR1) 到 (R4) 以 后 ， 读 者 将 会 看 到 结果 得 出 的 Cartan 矩 
阵 与 表 1(11.4) 内 所 列举 的 矩阵 是 相当 的 . 

AiQ>1)， 设 EE 是 R2+1 内 正 交 于 向 量 81 十 … 十 e141 的 矿 维 子 
空间 ， 设 了 = 工作 吾 , 且 取 息 为 所 有 使 (ww a) 一 2 的 向 量 aET'. 显 
然 $= {e 一 sp 5% 天 四， 向 量 w=61 一 sti1(1<i<D) 是 线性 无 关 的 ， 
且 当 ?4<7 时 ，8 一 si 一 (8 一 ea 十 (8 一 Bt3) 十 … 十 (8f-1 一 61)， 
这 说 明了 它们 构成 的 基 . 很 清楚 , 这 样 就 得 到 Oartan 矩阵 人 . 
最 后 ， 注 意 到 关于 m 的 反射 交换 了 下 标志 1， 且 使 其 它 下 标 保 
持 不 变 。 因 而 0 相当 于 对 称 群 1441 内 的 对 换 ($4 十 1); 这 些 对 
换 生 成 了 .Yiws, 所 以 得 到 了 六 到 411 上 的 自然 同 构 . 

Bl>2), 设 E=B' 6 一 {aET|(a, a) 一 1 或 2}。 很 易 验 证 5 
由 向 量 土 i( 平 方 长 度 1) 以 及 向 量 土 (8 士 s) (tw 人 让 (平方 长 度 2) 
所 组 成 . ?个 向 量 61— 82, 82— 83, “, 8-1 一 81，81 是 线性 无 关 的 . 
短 根 8= (81 一 8441) 十 (84t1 一 8442) 十 … 十 (811 一 B81) 十 8 长 根 81 一 8y 
或 &, 十 8s 也 可 类 似 地 表达 出 来 ， 这 一 个 (有 序 ) 基 的 Cartan 矩阵 
显然 是 BY 的 作用 相当 于 由 所 有 置换 以 及 集合 {ez …， 时 的 
变 号 所 组 成 的 群 ， 因此 人 同 构 于 (2/22) 与 的 半 直 积 (后 者 作 
用 于 前 者 上 ). 

Cll>3):Ci(1>2) 可 以 被 看 作 与 B 对偶 的 根系 (Bs=Cs)， 参 
:看 练习 11.5. 读 者 可 直接 验证 ; 在 E= 了 及 :内 , 所 有 的 土 28 以 及 所 
有 的 土 (et 士 8;) G 尖 力 组 成 了 型 的 根系 ， 其 基 为 {81 一 8s，…， 
81-1 一 6， 28 路， 当然 Weyl 群 同 构 于 B 的 Weyl 群 . 

Di(L>4); 设 E=B’ $= {a€JT|(a, a)=2} = { 士 (e 土 sh)， 
ts 让 ， 了 取悦 个 线性 无 关 的 向 量 8&1 一 85， …，81-1 一 6&1 8&i-1 十 & 作 为 
基 ， 就 可 得 到 D,，Wey]l 群 是 置换 以 及 集合 {81，…， 时 的 只 涉及 
到 偶数 个 变 号 的 群 。 所 以 六 同 构 于 2/22) 丰 与 区 的 半 直 
积 

Ee Er Ea， 我 们 知道 Eo。 Ex 可 以 典范 地 看 作 的 也 天 《 红 习 

人。 


11.6)， 所 以 只 要 构造 名 就 够 了 . 这 样 做 稍微 复杂 些 . 取 E= 民 ， 
I'~1+2((8i+.…+ és)/2), 1s» 了 的 子 群 ， 它 由 使 Zo 为 偶数 的 
所 有 元 素 吕 ciesr+-9 (ea 十 … 十 ea) 所 组 成 ，( 验 证 它 是 一 个 子 群 1) 
定义 6 一 {aEI"|(a,，a) 2}， 很 容易 看 到 古 由 明显 的 向 量 
十 (st 士 oG# 访 以 及 不 那么 明显 的 向 量 读 襄 (一人 ”ek() 一 
0, 1, 且 加 在 一 起 是 一 个 偶 整数 ) 所 组 成 . 通过 验算 可 知 , 所 有 的 内 
积 都 在 2 内 (这 是 必须 验证 的 , 因为 我 们 遇 到 的 是 比 了 更 大 的 格 )， 
作为 一 个 基 ， 我 们 取信 (81+ 6 (8+ 二 6), 6r 二 6 一 6 
B88— B82, 84— 83, 85 一 84，86 一 85，87 一 中 (已 被 排列 成 与 11 4) 
表 1 的 Cartan 短 阵 Es 相对 应 的 次 序 .希望 谈 者 自己 考虑 .Weyl 
群 的 作用 情况 ， 可 以 证 明 它 的 阶 是 2"435527. 

FE: 设 E=B$, T=I+2Z((ertesteste) /2), $~ {a€ 
IT'|(ay o) ~1 或 中 , 则 由 所 有 的 十 ay 所 有 的 士 (si 士 s) (六 
以 及 所 有 的 士 豆 (et 土 ea 士 Ba 土 st) (符号 可 任意 选取 ) 所 组 成 : 经 
验证， 所 有 的 数 《a，B> 都 是 整数 ， 作 为 基 ， 可 取 {ss 一 8s, es 一 su 
8&4) 8,— 82— 8s 一 84)}， 这 里 WY 的 阶 是 1152. 


, Ga 在 8 9 我 们 已 明显 地 构造 了 Gs， 抽象 地 看 , 可 取 E 为 B* 
内 正 交 竹 8&1 十 ss 上 8s 的 巴 宅 间 ,，T'=TNE, ={a&I'|(a, 0) =2 
或 6， 从 而 人 = 土 {61 一 8s) 8&2 一 88，81 一 88，281 一 682 一 88，262 一 
81 一 83，283 一 81 一 82}、 作 为 基 , 可 选 sz 一 sy， 一 32: 十 as 十 88.、 【入 
是 如 何 作用 的 ?) 

“定理 对 于 型 A~G 的 每 一 个 Dynkin 图 (或 Cartan 矩阵 )， 
存在 其 有 已 给 图 的 不 可 约 根 系 . 并 ; 


12.2. 的 自 同 构 
:我 和 涤 对 大 个 根系 重 给 出 A5 重 上 二 个 完 全 的 描述 ， 引 
»* 久 ~、 


理 9.2 意味 着 WY 是 Aot 的 正规 子 群 (练习 9.6). 设 芽 ~ 
{orEAutlo(4) = 分 ,4 是 多 的 一 个 固定 基 . 旺 然 卫 是 AntG 的 
子 群 ,车 +EINW, 则 由 于 W 的 单 可 迁 性 (定理 10.3(8)),7=1. 
此 外 ,车 rEAut$ 是 任意 的 , 则 r(4) 显 然 是 下 的 另 一 个 基 ， 所 以 
存在 cE WV, 使 ot(4)=4( 定 理 10.3(b)), 故 TEIW， 由 此 可 见 ; 
Aut DB 是 荆 与 W 的 半 直 积 . | 

对 所 有 的 rEAut 以 及 所 有 的 a, BRE， 我 们 有 《oa, B》= 
《r(a), +(B)》， 所 以 每 一 个 ET 确定 了 多 的 Dynkin 图 的 一 个 
自 同 构 ( 在 显而易见 的 意义 下 )、 车 + 作用 在 图 上 是 平凡 的 ， 则 
+ 一 1( 因 为 4 张 成 E)， 另 一 方面 , Dynkin 图 的 每 一 个 自 同 构 显 然 
确定 了 G 的 一 个 自 同 构 ( 见 命题 11.1)， 所 以 太 可 等 同 于 图 自 同 
构 的 群 。 只 要 看 一 下 (11.4) 中 所 列举 的 图 ， 就 能 得 到 荆 的 描述 . 
将 它 与 其 它 有 用 的 材料 收集 在 一 起 , 对 于 不 可 约 的 可 列 成 表 | 
(因为 不 是 恒 等 变 换 的 图 自 同 构 只 能 存在 于 同一 根 长 度 的 情形 下 ， 
所 以 此 时 Dynkin 图 与 Coxeter 图 是 一 致 的 .) 


一 一 | 一 | 一 一 一 一 


QU+D! ZZ/22 (2) 


Fin 


BC 22! (Z/22)'%Y, 1 
Sall=d) 
D, 2i-11 (Z/22) i194, (a (> 
E 27.34.5 Z/22 
E 63 :| 210,84.5.7 1 
Es 120 214.35.52.7 1 
F | 27.3? 1 
22.3 1 


1 验证 (12. 了 内 构造 的 细节 ， 
、 2. .验证 表 2. : 


表 2 最高 长 根 司 得 艰 


短 


长 根 


Ai 二 a | 
‘Bi Qi 十 22 十 2a8 十 … 十 20y ， arto t+ +o 
Ci 201+200 二 201-1 十 0 十 202 十 … 士 pw-I 十 喉 


G1 二 299 十 … 十 201-9 十 -1 十 
1+20g+2a8 二 304 十 2a5 十 a6 


Er 201+ 320+308+ 4 二 3as 二 +206 十 a 

Es 2a1+ 30% -+ 403+ 60% + 5aw+ dae+ 3an++2a8 - - 
Fa 2ct 十 3 十 40x3s 十 204 四 十 200 十 3cs 十 2 国 
G» 


3al 十 2o | 2ci 十 中 


3. 设 邓 cE 满足 (BR1)，(R3)，(R4)， 但 不 满足 (R2).( 参 者 练 习 9.9 
此 外 , 假设 印 在 $ 二 的 意义 下 为 不 可 约 , 证 明 台 是 E 内 (各 iogF) 弄 人 G 
的 根系 的 并 集 ， 其 中 B 的 长 根 也 是 G, 的 短 根 .( 这 在 文献 中 称 为 型 BC。 的 
韭 约 化 根系 .) 

4. 证 明 G 的 长 根 构成 E 内 型 As 的 根系 . 

5， 在 构造 C; 时 ,如 泉 把 多 刻 划 成 1 内 所 有 平方 长 度 为 2 或 4 的 向 量 集 
合 , 是否 正确 ? 试 说 明之 . 

“6. 证明 映射 a> 一 a 是 多 的 一 个 自 同 构 ， 试 确定 对 哪些 不 可 约 的 @; 储 
于 Weyl 群 . 
7， 当 多 不 是 不 可 约 时 , 描述 Aut 
【附注 ] 
这 里 的 处 理 方法 按照 Serrem. 关于 各 个 根系 的 更 多 信息 可 在 Bourbakijt3 内 找 
到 。 


13. 权 的 抽象 理论 


在 本 节 内 我 们 将 叙述 半 单 纯 李 代数 的 表示 理论 中 仅 与 根系 有 
关 的 那 一 部 分 ，( 这 些 要 到 第 六 章 才 用 得 到 , ) 设 是 欧 氏 空间 E 
的 根系 , Weyl 群 为 V 


J13.1. 权 


设 4 是 所 有 使 得 (xc>EZ(acg) 的 EE 的 集合 ,: 它 的 元 素 
ae 8 w 


称 为 权 ， 因 为 CX, a》 =2(%, a)/ (a, 四 关于 入 是 线性 的 ,所 以 4 是 
E 的 子 群 ， 且 包含 VG， 用 ,表示 根 格 (= 由 人 生成 的 4 的 子 群 ). 
4 是 E 内 的 格 ; 它 是 E 的 一 个 已 基 ( 辟 如 说 ; 任 一 素 根 集 ) 的 Z 张 
成 ， 固 定 一 个 基 4cC5 后 , 当 和 EA 且 所 有 整数 CX, ao》 (a 人 4 为 非 
负 时 , 定义 入 为 支配 权 ; 车 这 些 整 数 都 是 正 的 , 则 称 入 为 强 支配 权 ， 
设 4+ 是 所 有 支配 权 的 集合 ， 按 (10.1) 的 语言 41+ 是 所 有 位 于 基 
本 Weyl 房 E(4) 的 闭 包 内 的 权 的 集合 ,而 4nE(4) 则 是 强 支配 权 
的 集合 . 

车 4= {a…, 虽 , 则 向 量 ， 
2om/ (0, %) 仍 构成 E 的 基 ， 设 

, 为 是 它 的 对 偶 基 (关于 
E 上 内 积 ); 3(0，aw)/(a ay) = 
Bu。 因 为 所 有 的 (xo ay(aEd) 
都 是 非 负 整 数 , 页 入 是 支配 
权 ， 称 它们 为 (关于 4 的 ) 基 本- 
支 枉 权 . 请 注意 o 册 =NBym， ， 图 1 
车 和 EE 是 任意 一 个 权 ,， 令 m=%, 2》， 则 0=A 一 于 mi a》 对 
每 一 素 根 a 都 成 立 , 这 意味 着 (% 一 王 mh, a) 一 0 或 一 于 mw， 所 
到 i 是 具有 基 (h, 1<i<D) 的 格 ， 且 入 EA? 当 且 仅 当 记 有 有 m0. 
《对 求 串 Ay 柯 见 蔷 1-)  : 
;， 英 于 格 的 一 个 基本 事实 是 ; 4/4 必须 是 有 限 群 ( 称 为 名 的 基 
本 害 ); 城 他 可 直接 看 出 这 一 点 ， 记 oa 了 mh (myEZ),， 则 
a, = mys Op> = Tg. 换 句 话说 ， Cartan 矩阵 表达 了 基 
的 变化 情况 ， 为 了 写 出 2 用 w 的 表示 式 ， 我 们 只 要 求 出 Cartan 
和 矩阵 的 送 阵 , 它 的 行列 式 ( 见 练习 11.2) 是 所 涉及 到 的 仅 有 的 分 母 ， 
所 以 这 就 度量 了 4 在 4 内 的 指数 ， 例 如 在 型 Al 内 ,ar 一 2 (由 
于 以 后 将 会 变 得 明显 的 原因 , 只 有 在 这 一 种 情况 里 , 素 根 也 是 支配 


权 ,) 在 型 As 内， Owian 知 阵 是 一 路 于 所 以 本 一 2 一 ho 


a Ne 


人 2 


0 ~ 一 ia 十 2 求 间 后 可 得 Ga 人 1 2) 使 得 入 = (1/3) (2 十 


Go), ha 一 (1/3) (os 二 2s)， 通过 计算 Cartan 矩阵 的 行列 式 ， 在 不 
可 的 情形 , 可 以 证 明基 本 4/4, 的 阶 为 : 

A Litl; B, G, Er 2; Di 4; 

Es. 3; Es, Fs, G2 1 
将 用 a 明显 地 表示 出 来 是 不 难 的 为 了 方便 于 读 省 ， 特地 将 这 
些 信息 列 在 表 1 内 ， 基 本 群 的 精确 结构 可 从 计算 初等 因子 或 从 表 
1 导出 来 (练习 4). | 


18.2. 支 配 权 


的 Wey1 群 %% 保持 E 上 内 积 ， 所 以 4 不 变 . 《事实 上 上 我们 
已 作 了 更 精细 的 观察 : oy 一 入 一 6w0. ) 在 次 作用 下 , 权 的 轨道 常 
常 在 表示 论 的 研究 中 直到 .根据 引 理 10,3B, 可 得 以 下 事实 

引 理 A 每 一 个 权 在 下 ， 共 轿 于 一 个 有 仅 有 :一 个 支配 校 : 
车 A 是 支配 权 ， 则 对 于 任 -- 个 aEMN3? 都 有 co- 县 着 入 是 强 支 
配 权 , 则 仅 当 5= 土 时 , 才 有 ocoX% 二 和 .时 

作为 E 的 于 偶 ,; 以 下 的 关系 枉 使 4 成 为 半 序 集 ， pn 当 且 仅 
当 和 一 及 是 正 根 之 和 (10.1)， 缺陷 是 ， 这 一 序 与 支配 性 并 没有 密 
毛 的 联系 ; 币 如 ;很 容易 找到 支配 权 w, 使 p<%; 但 和 不 是 支配 权 
《练习 3)。 不 过 下 面 的 引 理 说 明了 关于 ,支配 权 的 性 质 还 未 算 
太 差 . 


2 A 


表 1 


Ag NT tt mit +G-DO-itDoa 


| TiQit dotil 0) ot ++i] 
Br 和 一 ad 十 2 十 … 十 (一 Doarti(gtamt +o) (i<D) 


tot "+im) 
CG: Not at Dest teeta) - 


ee 
。 gg， 


OYiit 


| ( 续 表 ) 
Dx %=at2mt + Gla 二 tc 十 十 or 十 二 ta- 十 呈 (<i~1) 


和 4“ 诗 ( 扣 二 909 二 二 (一 2) og 十 吉 Uo 4 十 二 (1 一 9) 

CE 
《以 下 把 芝 gwow 简写 为 (qi,…, qi) .) 
Ee: 和 3, 5, 6, 4, 2) 

%= (1, 2, 2, 3, 2, 了 
Nh 6, 10, 12, 8, 4) 
N= (2, 3, 4, 6, 4 2) 
jx 到 (4 6, 8, 12, 10, 5) 


je 一 于 (2, 3, 4, 6, 5, 4 
Er Mm 人 2, 3, 4 3, 2, 1) 
1 7, 8, 12， 9 6, 3) 


n= 0, 4, 6, 8, 6, 4, 2) 
hs (4, 6, 8, 12, 9, 6, 8) 


js= 半 (6， 9, 12, 18, 15, 10, 5) 
%6™= (2, 3, 4, 6, 5, 4, 2) 
N= (2, 3, 4, 6, 5, 4, 3) 


Es: 41= (4, 5,7, 10, 8, 6, 4, 2) 
ha.(5, 8, 10, 15, 12, 9, 6, 3) 
As= (7, 10, 14, 20, 16, 12, 8, 4) 
Ma= (10, 15; 20, 30, 24, 18, 12, 6) 
A (8, 12, 16, 24, 20, 18, 10, 5) 
se= (6, 9, 12, 18, 15, 12, 8, 4) 

和 7 一 (4 6, 8, 12, 10, 8, 6, 3) 
he= (2, 3, 4, 6, 5, 4, 3, 2) 
Fi: 21 (2, 3, 4, 2) 
X= (3, 6, 8, 4) 
7s= (2, 4, 6, 3) 
MX 一 (1, 2, 3, 2) 
Ga AM= (2, 1) 
= (3, 2) 


引 理 B 设 和 EA+, 则 支配 权 久 <% 的 个 数 有 限 ， 

证 由 于 和 +4EAt, 且 和 一 是正 根 之 和 , 0< (Xt, 和 一 2) 
= (A, 入 ) 一 (1, 1), 于 是 几 落 在 紧 致 集 {2 EE|(%, 2%) 夺 (% 和} 内， 
故 它 与 离散 集 4+ 的 交集 是 有 限 的 . 目 


13.3. 权 6 


回忆 一 下 ( 引 理 10.2B 的 推论 ), = 圭 加 a, 且 o8 一 3a 


(1<i<D， 当 然 , 8 可 以 在 根 格 4 内 ， 也 可 以 不 在 妙 内 ( 见 型 
A); 但 5 在 4 内 .更 精确 地 说 . 


引 理 A 3 一 办 %， 所 以 6 是 ( 强 ) 支 配 权 . 


证 因为 od=6—o, 故 (6 一 @， oa) = (a?8, om) = (6, —@) 
或 2(6, a) = (ao oa0)， 即 3，a =1(1<i<D). 但 5- 之 6, a 


( 见 (13.1)), 由 此 可 得 引 理 . 时 

下 一 个 引 理 只 是 一 个 辅助 性 的 结果 . 

引 理 B 设 4E4t,， v=o-n(cEW)， 则 (w+6,， vy 十 8)<< 
《+6, 内 十 6), 仅 当 v== 凡 时 , 等 式 成 立 . 

证 (w+6, v+6)= (oc(»v-+6), ow+6))= (w+od, w+od) 
一 (pt+6, pt+6) 一 2(u, 8 一 08)， 因 为 LEAt+, 且 6 一 o6 是 正 根 之 
和 ( 引 理 18.2A 与 13.8A), 故 右边 <(p+6, pp 十 8), 仅 当 (jw, 5 一 
06) 一 0 时 才 有 等 式 成 立 , 即 (1,6) = (jw,08) = (v, 86), 或 (1 一 v, 86) 
=0. 但 一 z 是正 根 之 和 ( 引 理 18.2A) 和 且 6 是 强 支 配 的 ， 故 
=». 


13.4. 饱和 权 集 


某 些 在 WY 下 不 变 的 有 限 权 集 在 表示 理论 中 起 着 突出 的 作用 . 
车 卫 是 4 的 一 个 子 集 ， 如 果 对 所 有 的 AEN, .aE&$ 以 及 在 0 与 
人, 0 之 间 的 名 权 和 一 sa 也 在 石 内 , 则 称 卫 为 饱和 的 . 首先 注意 . 
任 一 饱和 和 集 是 自动 地 关于 六 不 变 的 , 这 是 因为 co 一 和 一人 aa 
-8 " 


全 


且 由 反射 生成 ， 车 和 EN, 且 对 所 有 的 KEZ 有 <， 则 称 亿 
和 集 世 具有 首 权 X(XE4)。 例 : (由 单独 一 个 0 组 成 的 集合 是 
饱和 的 ， 有 首 权 0 (2) 半 单 纯 李 代数 所 有 根 的 集合 加 上 人 9 后， 
是 饱和 的 ， 当 芒 为 不 可 约 时 , 存在 唯一 的 (关于 萝 的 固定 基 4 的 ) 
最 高 根 ( 引 理 10.4A)， 所 以 世 以 这 个 根 作 为 它 的 首 权 (为 什 
人 么 ?)， 

引 理 信 ”具有 首 权 入 的 饱和 权 集 必定 是 有 限 的 . 

证 利用 引 理 13.2B. 是 

引 理 B 设 卫 是 具有 首 权 和 的 饱和 权 和 集 ， 车 LEA+ 日 
pb<%, WwEL. 

证 假设 风 一 AT 二 之 ka E11(ko EZ+)，( 重 要 的 是 ， 我 们 并 


不 假设 w' 是 支配 的 . ) 在 此 要 说 明 ， 如 何 把 bo 一 个 接 一 个 地 减 小 ， 
同时 又 使 它 始终 留 在 五 内 ， 如 果 能 够 这 样 做 , 那么 wE 耳 ， 当 然 ; 
我 们 的 出 发 点 是 ,本身 就 是 这 样 的 一 个 jw/， 现 在 假设 jv' 头 np， 所 
“以 某 些 如 是正 的 ， 从 (2 tua， 忆 toa) >0， 我 们 可 推 得 对 某 一 使 


hs>0 的 BE4， 有 (加 ka, 同 >0， 尤其 是 ， 《3 km 6 是 正 的 . 因 


为 峰 是 支配 权 ，(1，B 是 非 负 的 ， 所 以 ww， 是正 的 ， 据 侈 和 集 
的 定义 可 知 必 减 去 一 个 6 后 仍 留 在 工 中 ， 这 样 就 把 如 减 
少 半 和 

根据 引 理 B, 就 能 得 出 具有 首 权 X 的 饱和 集 的 一 幅 清 晰 的 
图 画 : 克 由 所 有 在 半 序 内 低 于 或 等 于 和 的 支配 权 , 添上 它们 在 7 
下 的 共 白 元 所 组 成 ， 特 别 是 , 对 于 给 定 的 和 E A+, 至 多 只 能 存在 一 
个 这 样 的 集合 卫 ， 反 之 , 给 出 了 XE A+， 只 要 定义 耳 为 让 所 有 低 
于 入 的 支配 权 添上 它们 的 y~ 共 亏 元 所 成 的 集合 、 因 为 本 在 VW 
下 不 变 , 可 以 大 出 它 是 侈 和 的 (练习 10), 且 由 于 引 理 18.2A, 五 以 
入 为 首 权 . 

在 结束 本 节 前 ， 下 而 要 证 明 一 个 不 等， 它 对 于 Freudenthal 
公式 的 应 用 是 重要 的 . 

引 理 9 . 设 匡 是 具有 首 权 入 的 饱和 沫 . 尖 hel, 出 (w 十 3， 


“889. 


4 十 0 和 (和 十 86, 和 十 5) 仅 当 忆 =》 时 才 有 等 式 成 立 ， 

证 ”由 于 引 理 13.3B, 只 要 当 风 是 支配 权时 加 以 证 明 即 可 . 记 
w= 和 A 一 mw, 这 里 和 是 正 根 之 和 ， 则 (十 3， 和 十 3) 一 (K 十 3，1 十 3) 一 
(十 8, 入 十 3) 一 (十 3 一 zz 和 十 83 一) 一 人 十 3 vw)+ (nm,. +0) > 
(A 十 6, m)>0, ;这 里 的 不 等 号 是 因为 上 w+ 和 A++ 都 是 支配 的 ， 
由 于 和 十 5 是 强 支配 的 , 仅 当 w=0 时 才 有 等 号 成 立 ， 痢 


练习 


1. 设 B= UU 是 加 到 它 的 不 可 约 分 支 的 分 解 ， 使 4= 胃 U… 

U4. 证明 4 分解 为 直 和 心 @@… 四 4， 问 4+ 又 如 何 ? 

，2. 用 例子 说 明 ( 例 如 对 AD)X 失 Le aE 4 A 一 aEA+ 是 可 能 的 . 

3. 验证 青 内 的 某 些 数据 ,例如 对 Fe。 

.4、 利 外 甫 话 明 A 的 基本 群 是 7+ 阶 勿 环 群 ， 而 D 的 基本 群 癌 构 字 
zn 贾 数 7 并 和 人 全 雪 )， (因为 各 -pv 很 容易 记 住 它们 的 相 
庶 关 系 . 》 

“5: 坟 企 是 4 的 任意 一 个 包含 全 的 子 群 , 证 证 明 4 是 太 不 变 的 于是。 
我 们 得 到 一 个 同 态 Aut B/Ww->Aut (4/ 4), 证 明细 是 内 射 的 ， 然 后 推出 : 
一 1EW 当 且 仅 当 44>84 ( 见 练习 12.6)， 证 明 一 1 六 从 好 对 以 下 不 可 约 
根系 : A1, Bl，Cu DiQ 是 偶数), ET?，Es，F4，G% 成 立 . 

6， 证 明 : 当 多 为 不 可 约 时 ,在 画 内 是 支配 权 的 根 恰好 就 是 最 高 长 根 耻 
及 (如 果 有 了 两 个 根 长 度 ) 最 高 短 根 ( 参 看 10.4 以 及 练习 10.11). 

7. 车 au …。8: 是 欧 氏 空间 E 的 鲁 基 ( 即 对 ij 所 有 (sw.8)<0), 证 
明 对 偶 基 是 锐 基 ( 即 对 评 记 所 有 (e? s?)>0)，[ 简 化 到 1=2 的 情形 .] 

8. 设 专 为 不 可 约 ,不 使 用 表 1 的 数据 ,证 明 每 个 是 形 如 孚 92 的 ,这 
里 所 有 的 gs 是 下 有理 数 . [从 练习 7 推 得 所 有 的 gu 为 非 负 ， 由 (lw 入 ) >0 
可 得 qn>0， 然 后 证 明 车 qu>0, (asp co) < 小 则 gw>0. J . 

“9. 设 和 E41+.， 证明 仅 当 o=1 时 ,oC 十 6) 一 8 才 是 支配 权 

10. ' 若 XE4*, 社 明 由 所 有 支配 权 p<% 以 汲 它们 的 W 共 元 元 所 成 的 
集合 五 是 饱和 的 ,正如 (13. 约 内 所 断言 的 . 

11. 证 明 4 的 每 一 子 集 被 包含 于 一 个 叭 一 的 最 小 地 和 集 内 ， 者 这 些 子 
集 是 有 限 的 , 此 饱和 集 也 是 有 限 的 . 

12. 对 型 As 的 栅 系 , 写 下 Weyl 祥 的 每 一 元 素 作用 在 入 , je 上 的 效果 ， 


890， 
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使 用 这 些 数 据 确定 哪些 权 属 于 首 权 为 和 a 十 3X3 的 饱和 权 集 . 对 于 型 Gs 以 及 


痢 权 入 十 24s, 做 同样 的 事 . 


13. 若 和 AEA+， 并 且 EA1+, uw-<h 意味 着 4 二 和 时, 称 入 为 极 小 权证 
明 4 在 4 内 的 每 一 个 陪 集 怡 好 含有 一 个 极 小 的 和 *， 证 明和 是 极 小 权 当 县 
仅 当 和 的 -轨道 是 饱和 集 ( 首 权 为 和); 当 且 仅 当 和 E 4* 以 及 对 所 有 的 根 a 
有 以 , a) =0, 1, 一 1， 对 每 一 个 不 可 约 的 ,确定 (使 用 表 1) 非 零 极 小 权 和 如 


下 : 


Al: 
Bi: 
Gi: 
D,: 
Ee: 
Er: 


~ 


【附注 】 


A hy 
A 

A1 

MX， 和- A 
A Me 

A 


. 本 节 的 部 分 材料 来 自 Bourbaki91 的 第 6 章 ，§ 1, No.9~10( 及 练习 23) 中 的 正文 
与 红 习 。 为 了 强调 根系 所 起 的 作用 , 已 稍微 超出 了 通常 在 表示 论 以 外 的 内 容 。 


# 瞩 如 二 而 


第 四 章 “” 同 构 定理 与 共 罗 定 理 


14. 同 构 定理 


我 们 现在 回 到 第 二 章 的 情形 ， 工 是 特征 数 0 的 代数 闭 域 F 上 
的 半 单 纯 李 代 数 ,五 是 荆 的 极 大 环 面子 代数 , BCH' 是 工 关于 互 
的 根 集 ， 在 (8.5) 中 已 证 明 ，F 在 及 * 内 的 有 理 张 成 空间 在 @ 上 
是 1 维 的 , 1~dimz 及 "， 把 基 域 从 Q@ 扩张 成 卫 后 ， 我 们 就 能 得 到 
由 瑟 张 成 的 于 维 实 向 量 空间 E.。 此 外 ， 与 Killing 型 对 偶 的 对 称 
双 线 性 型 被 携带 到 E 上 , 使 E 成 为 一 个 欧 氏 空间 . 然后 由 定理 8.5 
肯定 了 多 是 E 内 的 一 个 根系 . 

本 节 的 目的 是 证 明 具 有 相同 根系 的 两 个 半 单 纯 李 代数 是 自 同 
构 的 .实际 上 , 可 证 明 更 精细 的 命题 ， 它 能 导致 构造 出 某 些 自 同 构 ， 


14.1、 化 简 到 单纯 的 情形 


命题 设 工 是 单纯 李 代 数 ， 玉 和 多 辣 上 ， 则 是 (10. 是 (10. 儿 意 
六 下 的 不 可 约 根系 . 

证 假设 不 是 这 样 ， 则 多 分 解 为 BU 5Bz, 这 里 ,是正 交 的 . 
车 a€B, BE 则 (a+B, a) 关 0，(a+pB, B)#*0, 所 以 a+B 不 
是 根 , [LLs] ~0. 这 说 明了 由 所 有 的 Ls(a€ 1) 所 生成 的 荆 的 子 
代数 五 被 所 有 的 Ls(BE Bs) 所 中 心 化 ; 特别 是 因为 Z(L) =0, 所 
以 K 是 工 的 真子 代数 ， 不 仅 如 此 ，K 还 被 所 有 LI,(a€E i) 正规 
化 , 从 而 被 所 有 的 LalaE$)， 以 至 被 工 所 正规 化 (命题 8.4(f)). 
所 以 五 是 也 的 异 于 0 的 真理 想 , 这 与 忆 的 单纯 性 相 矛 技 、 量 

接着 设 乙 是 任意 半 单 纯 李 代数 , 则 荆 可 唯一 地 写成 单纯 理想 
的 直 和 也 @…@( 定 理 5.2). 车 如 是 万 的 极 大 环 面 子 代数 ， 
则 鼠 一 已: 曙 …@ 再 ， 这 里 鼠 ,= 五 五 ( 见 练习 5.8)。 显然 每 一 
于 :是 五 内 的 环 面 代数 ， 事 实 上 还 是 极 大 环 面 的 ， 因 为 五 的 任 一 
02 


大 于 卫 ; 的 环 面子 代数 将 自动 地 在 工 内 是 环 面 的 ， 它 中 心 化 所 有 
的 豆 ,(j 关 让 , 县 与 它们 一 起 生成 工 的 一 个 环 面子 代数 , 这 个 环 面 
子 代数 将 大 于 五 . 用 名 表示 实 向 量 空间 有 内 了 关于 瑟 : 的 根 
系 . 若 <E 有 我 们 可 在 规定 ec( 忆 7) 一 0( 对 5z 伪 后， 把 % 契 成 忌 
上 的 线性 函数 .此 时 a 显然 是 荆 关于 瑟 的 一 个 根 ，LsCIh， 反 
之 , 车 aE$, 则 对 某 一 有 [及 Le] 冯 0( 否 则 瑟 将 中 心 化 L), 此 
时 工 CCL， 所 以 als, 是 五 关于 匡 , 的 根 ， 这 一 讨论 证 明了 三 可 
以 分 解 成 BU… Ug, EE:@:… "OE:( 见 (HI. 3)), 从 上 述 命题 可 
得 : ，， 

推论 设 二 是 半 单 纯 本 代数 ， 具有 根 大 环 面子 代数 如 和 根 
系 S， 若 工 = 荆 @O:…@@ 是 三 的 单纯 理想 分 解 ， 则 五 := 五 NI 
是 必 的 极 大 环 面 子 代数 ， 相 应 的 (不 可 约 ) 根系 多 可 以 被 典范 地 
看 作 丰 的 子 系 ; 全 得 = -US 是 位 到 不 可 约 分 支 的 分 
解 . 旧 i 

这 一 推论 把 通过 要 系 刻 划 半 单 纯 李 代数 的 疝 题 简化 为 通过 不 . 
可 约 根系 刻 划 单纯 李 代 数 的 问题 


14.2. 同 构 定理 


首先 选 出 荆 的 生成 元 的 一 个 子 集 合 ，. 

命题 设 荆 是 半 单 纯 李 代数 , 互 是 荆 的 极 大 环 面子 代数 ，F 
是 荆 关 于 玉 的 根系 ， 固 定 $ 的 一 个 基 4(10.1), 则 荆 由 根 室 间 
Lm 工 -e(gE 作 所 生成 (作为 李 代数 ); 或 等 价 地 , 工 由 任意 的 非 堆 
根 向 量 xsE Ls ys EDL-ola€4) 所 生成 ， 

证 设 B 是 (关于 4 的 ) 任 意 正 根 . . 据 引 理 10.2A 的 推论 ，B 
”可 每 成 8 十 … 十 0, 这 里 wmE 沙 且 每 个 部 分 和 四 十 … 十 m 都 是 
根 . 我 们 也 知道 (命题 8.4(Q)) [Ly] ~ 工 ,ww, 只 要 7 327 十 SG 
即 可 . 对 .3 施行 归纳 法 , 很 易 看 出 Ze 位 于 由 所 有 Ze(aE 4) 生成 的 
工 的 子 代数 内 ， 类 似 地 车 是 负 的 , 则 Ze 位 于 由 所 有 二。(aE 4 
生成 的 工 的 子 代数 内 ,但 L~ 瑟 + Ls 五 ~ 总 Lob, 所 以 全 


~ 
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， 著 0xpmET 0¥ys EDL-a(aEA)， [vyal 一 ha， 则 称 {za，Yya} 
或 fz, yo，ho} 为 荆 的 标准 生成 元 集 。 请 回忆 : ja 是 [7。 五 中] 内 使 
a 取 值 为 2 的 唯一 元 素 .， 

， 车 (五) 和 (ZY : 及 ') 是 两 个 偶 : 每 个 个 都 由 一 个 单纯 学 代数 
和 -个 极 大 环 面子 代数 组 起 我 们 要 证 明 ， 相应 的 (不 可 约 银 寺 
,GB' 的 一 个 同 构 将 诱导 出 把 及 映 到 五 ' 上 的 荆 到 石上 的 一 个 
疝 构 、 由 定义 , 同 构 年 ->8' 是 由 包围 它们 的 欧 氏 空间 的 同 构 F-> 
所 诱导 , 而 后 者 不 必 是 等 距 变 换 ， 不 过 , 如 果 我 们 把 E 或 已 上 的 内 
积 乘 以 一 个 正 实 数 , 是 不 会 影响 根系 的 公理 的 ， 所 以 , 可 以 假设 网 
构 ->B' 来 自 欧 氏 空 间 的 等 距 变 换 ， 然后 再 注意 同 构 作 -> 人 5 叭 一 
地 扩张 成 向 量 空间 的 同 构 光 : 囊 *> 及 "(因为 加 张 戌 五 ', 多 张 麻 
已")。 接着 再 借助 Killing 型 把 五， 玉 ' 等 同 于 它 町 的 对 兰 袜 同 ， 
就 诱导 出 一 个 同 构 wt 瑟 > 五 '， 很 清楚 ;车 出 > oo 过 示 已 给 的 
映射 更 F> B/， 则 w(to) ~~ 妃 ， 这 里 的 志和 坞 对 应 于 a 与 a (借助 
Killing 型 )， 因 为 所 给 出 的 呈 与 多 的 同 构 来 自 相应 的 网 氏 空 间 
的 等 距 变换 , 又 因 ho 一 2is/ (a, a), 故 也 有 天 Cs) = 及 ， : 

因为 五 , HH' 是 abelian 李 代数 , 甚至 可 被 看 作 李 代数 的 局 
构 ， 下 面 需要 的 是 如 何 把 w 扩张 为 同 构 >L ( 仍 记 为 <)、 如 果 
这 一 扩张 存在 , 那么 可 看 出 它 必定 对 所 有 的 aE 把 Ls 映 到 帮 
上 .现在 就 产生 了 这 样 的 问题 ; 相应 于 已 给 的 x。€ Ls, 它 在 二 内 
的 象 元 素 究竟 在 多 大 范围 内 可 预先 指定 ?显然 , 各 个 必 (a! ET) 的 
选取 不 可 能 是 完全 在 意 的 ; 警 如 , 若 选取 mo，aw ure 满 吓 [xuza] = 
za+p 则 必须 选取 wp = [zlc 人 ， 这 些 讨论 户 发 我 们 把 注意 力 集 
中 于 素 根 上 , 它们 的 选取 可 以 独立 地 作出 来 
.定理 设 蕊 也是 F 上 的 单纯 地 代数 ， 相 应 的 对 于 极 大 环 击 
子 代数 及, H' 和 根系 $B'， 假 设 有 一 个 全 到 上 的 同 构 ( 记 为 
da'), 它 诱导 了 w: 及 ->H', 取 定 一 个 基 4CG, 则 4= {wla€ 4 
是 多 的 基 ， 对 每 一 个 aEd4 wwEd4， 选 下 任意 的 ( 非 零 ) mc， 
才 E 攻 ( 即 选择 一 个 任意 的 李 代 数 癌 构 rc: > 区)， 则 存在 唯一 
的 同 构 x: 荆 -> 太 , 它 扩张 了 了 x: 也 ~> 且 ' 以 及 所 有 的 mala 大人: 
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证 zx 的 唯一 性 (如 果 存 在 的 话 ) 是 立即 可 得 出 的 : ze(cE 4) 

确定 了 唯一 的 yu EL-。， 使 [oy] 一 ho 根据 前 述 全 题 ， 工 由 co 
(waE 人 生成 . 
”存在 性 证 明 的 思想 是 不 难 理解 的 . 着 和 L 未 质 上 相同 ， 邦 
么 它们 的 直 和 LE@L (具有 仅 有 的 单纯 理想 工 的 半音 纯 李 代 
数 ) 应 该 包含 一 个 与 LL 的 “对 角 ” 子 代数 {(z，z) |z€ 如 相 类 似 
的 子 代数 D, 它 在 L@L 到 各 个 因子 的 射影 下 则 构 于 工 ， 很 容易 
构造 LJ 的 一 个 合适 的 子 代数 D; 如 上 所 述 , zata€ 4 确定 了 唯 
一 的 yuEK-。 使 [zayaj==ha, 在 Li 内 也 可 做 类 似 的 工作 、 令 D 是 由 
元 素 和 = (wa, 0), 一 (Ya 二) 有 一 (ho 用)( 对 ac 小 wE4d) 所 
生成 的 ， 主 要 的 问题 是 证 明 也 是 一 个 真子 代数 .设想 刀 包 含有 
诸如 (zo, aw) 以 及 (wo 2o) 那 样 的 元 素 , 其 中 对 某 些 根 w a', 有 zz。 
EL。, ww ELw， 那 么 DD 将 包含 了 的 所 有 元 素 , 然后 包含 工 的 及 
有 元 素 ， 以 至 于 LL 的 所 有 元 素 (读者 很 易 验证 )， 但 要 直接 看 
出 不 可 能 发 生 这 样 的 现象 是 困难 的 , 所 以 需 间 接地 进行 . 

因为 LL 是 单纯 的 ， 故 外 和 不 可 约 (命题 14.1)， 所 以 
$B' 有 极 大 根 8,，B' (关于 4，4)， 它 们 当然 在 已 知 癌 构 > 
下 互相 对 应 ((10.4) 引 理 A). 任 选 非 零 的 2ELs, w' EJ， 里 
t=(w, wv') 毛 LOL， 且 设 必 是 LL 的 子 空间 ， 它 由 所 有 的 
ad yaad ymad js(2) (*)，mE4( 人 允许 重 复 ) 所 张 成 .显然 (*) 属 于 
Te- To 并且 1n Cs 田 攻 ) 只 有 一 维 , 这 使 得 五 是 TBZ 
的 真子 空间 

-可 以 断定 : 予 代 数 刀 使 W 不 变 ， 对 此 通过 观察 刀 的 生成 元 
来 证 实 ， 由 定义 ,ad gla€ 4 使 用 不 变 , 又 根据 [hys] 是 ys 的 倍 
元 这 一 事实 , 应 用 归纳 法 , 可 以 看 出 ad 元 同样 使 W 不 变 ， 另 一 方 
面 , 对 素 根 a， 当 素 根 7Y 关 ac 时 ，c 一 ?7 不 是 根 ( 引 理 10.1), 故 ad cs 
与 ad yy 都 可 交换 如果 用 ad zt 作用 在 (*) 上 , 就 可 使 它 越过 每 一 
个 ady 往 后 移动 ,直至 明 到 ad3, 此 时 引入 了 一 个 附加 的 加 项 ( 涉 
及 到 ad 的 )， 但 我 们 已 考虑 过 这 一 类 的 项 ， 又 因为 只 要 a€4， 
就 有 admt2) 一 0 (根据 8 的 梭 太 性， a 十 B 生 水 ); 旋 最 终 我 们 亲 潮 

* 仇 ， 


出 ad zs 使 了 L 不 变 . 

现在 很 清楚; 刀 是 真子 代数 .否则 必 就 会 是 LOD' 的 真 大 
零 理想 ， 但 ZL 是 仅 有 的 真 非 零 理想 (定理 5. 2), 并 且 明 显 地 
MDL, 开头 天. . 

我 们 又 可 电 言 ,也 到 Z 的 第 一 个 因 于 与 第 二 个 因 于 上 的 
投影 是 ( 李 代 数 ) 同 构 .由 一 般 的 原理 可 知 这 些 投影 是 李 代 数 同 
态 ， 又 由 于 前 述 命题 以 及 DD 的 定义 方法 ， 可 知 它们 还 是 满 射 : 另 
一 方面 ， 假 设 也 与 三 有 非 稚 交集 (一 到 第 二 个 因子 上 的 投影 的 
核 )。 这 意味 着 也 包含 某 些 (w, 0), w*0, 所 以 卫 也 包含 所 有 的 
《ad za…ad za,《w)，0), 其 中 土 %€4, zo 一 wo 或 Ya, . 这 些 元 素 构成 
也 的 非 堆 理想 ( 据 前 述 命题 ), 它 必须 是 工 自己 (I 为 单纯 ) ,这 样 ， 
孔 包 含 荆 ; 由 于 对 称 性 , D 也 一 定 包含 了, 从 而 包含 TB 了 这 是 
不 可 能 的 .” 

最 后 ， 可 以 看 到 ， 通过 也 所 得 到 的 同 构 >L 把 zs 贞 成 
zw(G 候 ,ha 映 成 bo, 从 而 在 及 上 与 w 重合 , 这 正 是 我 们 所 期 望 
的 . 痢 

这 一 定理 很 容易 被 推广 到 于 单纯 李 代 数 (二 习 1). 在 此 还 要 
提 一 下 的 是 ; 受 前 述 命题 的 启发 , 同 构 定理 还 可 有 一 个 更 有 力 的 证 
明 方 法 ， 也 就 是 说 , 利用 生成 元 ww yo, hola€ 4) 以 及 适当 的 关系 
武 , 将 工 明 晰 地 展示 出 来 , 并 这 样 选 择 关 系 式 : 使 得 所 涉及 的 一 切 
常数 仅仅 依 粮 于 根系 钾 ， 此 时 ， 具 有 与 名 闻 构 的 根系 的 任 一 其 它 
单纯 李 代数 将 自动 地 同 构 于 也， 经 过 一 些 准 备 后 , 这 一 证 明 将 
在 后 面 给 出 价 248), 虽 不 算 初 等 , 但 有 一 个 优点 ， 由 网 时 能 导出 兴 
单纯 李 代 数 的 存在 定理 , 


14.8. 自 同 攀 


4 同 构 定理 可 被 用 来 证 明 半 单纯 李 代 数 荆 的 自 同 构 的 存在 性 
(如, $ 同 前 )， 史 的 任 一 自 同 构 确 定 了 五 的 自 同 构 , 后 者 又 能 被 
扩张 天 荆 上 .作为 一 个 有 用 的 例子 , 联 这 样 的 跨 射 , 使 每 个 根 映 到 
宏 的 负 报 ， 它 县 然 属 于 Ant 禾 ( 见 编 姑 可 .6),, 且 及 : 上 询 诱 导 摧 
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射 把 四 变 成 - 太 特 别 是 , 若 o: 互 -> 如 是 这 一 同 构 , 则 cio)= 一 ho 
由 于 命题 8.3(g)， 它 就 是 1-。。 为 了 应 用 定理 14.2, 我 们 规定 2。 
应 该 映 成 -ys(a€4)，( 注 意 到 使 [一 yo] ~ 加 。 的 唯一 的 zET。 
正 是 一 wo.) 按照 定理 , o 扩张 成 工 的 自 同 构 ， 它 把 me 有 映 成 
一 Yala€4)， 而 上 面 括号 里 的 一 段 话 又 意味 着 ys 被 映 成 一 za 
(a€ 人 4， 此 外 ,因为 0 使 五 的 生成 元 集 不 变 , 故 o 是 2 阶 的 、 归 
结 起 来 

命题 工 如 同 定理 14.2( 但 不 必 吓 单纯 的 )、 取 定 ( 非 零 的 ) 
eSLe(a€4)， 设 WED 了 a 满 足 [zy] 一 ha 则 在 在 工 的 自 同 构 


0, 它 是 2 阶 的 , 县 满足 Oo (va) 一 —Ya, (Ya) 一 一 Za(aE 4), o(h) = 
—hAERH),. 


对 于 工 = 就 (2, F), 自 同 构 c 已 在 (2.8) 内 被 讨论 过 . 

儿 的 Weyl 群 和 占据 了 的 大 部 分 自 同 构 (12.2)， 定 理 
14.2 保 证 了 由 WY 在 瑟 上 的 作用 扩张 而 得 的 相应 的 工 的 自 同 构 
的 存在 ， 若 cE%， 则 由 扩张 成 的 研 的 自 同 构 必 定 把 Ls 映 成 
Js。 (当然 可 用 不 同 的 办 法 调整 所 涉及 到 的 纯 量 因子 . ) 我 们 也 可 
喜 接 构造 这 样 的 厂 自 同 构 ， 它 以 (2.3) 的 讨论 为 基础 且 独 立 于 定 
理 14.2。， 只 要 对 反射 ce (saEG) 做 到 这 一 些 就 够 了 ， 由 于 
ad za (BET) 是 吞 零 的 ， 故 可 以 定义 内 自 同 构 56==exp ad zu。 
exp ad( — ya) “exp ad wa, 其 中 [waya] ==ha. Ta 作用 在 H 上 的 效果 
如 何 ? 记 五 =Kera@Fhs。。， 显 然 对 所 有 的 hERKer a, 有 Toa(h) 一 及 
而 Takho) 一 一 ha(2.8)。 所 以 吉 和 os 在 了 上 一 致 ， 此 外 ,7 把 
Ls 映 成 Ls. 

这 样 用 Int 工 的 元 过 表示 反射 (从 而 宕 示 WY 的 任意 元 素 ) 的 
方法 有 一 个 不 可 加 免 的 缺点 ; 通常 它 不 能 使 实现 为 Int 荆 的 一 
个 子 群 ( 见 练习 及. 


练 习 


1. 把 定理 14.3 推广 到 也 半 单 纯 的 情形 . 
2. 设 L=81(2, F)， 车 互 , H' 是 二 的 任 两 个 极 拓 环 面子 代数 ， 证 明 丰 
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在 亏 的 自 同 构 , 它 把 豆 映 到 上. 本 
3。 证明; 仔细 选择 和 后 ,在 定理 14.2 的 证 明 中 引入 的 DGZ 的 于 


空间 双 实际 上 就 等 于 DD. 


4. 设 o 是 定理 14.3 中 所 述 的 。 对 不 是 素 根 的 a 是 否 也 必定 (Geo 


Ya? 这 里 [zaya] 一 jc. 
5. 考虑 型 As 的 单纯 代数 红 1(3, F). 证 明 由 (14.3) 中 的 自 同 构 ma 所 此 
成 的 Int 工 的 子 群 严格 地 大 于 Weyi 群 (这 里 是 儿 )， [把 Int 五 看 Wt 


并 明显 地 把 字 计算 出 来 . ] 
6.， 使 用 定理 14.2 构造 Aut 工 的 一 个 子 群 TD), 它 同 构 于 6 2 


自 同 构 (123.2) 的 群 . 

7. 对 每 一 典型 代数 《I. 2), 说 明 如 何 选取 对 应 于 有 的 莱 的 元 素 WEH. 
( 见 练习 8.2). 

【附注 】 

定理 14.2 的 证 明 取 自 Winter[1] ,在 (14.3) 中 讨论 的 自 向 构 o 将 在 $25 中 被 用 
来 构造 工 的 ”个 “Chevalley 基 ”( 也 请 参见 练习 25.7)， 


15. Oartan 子 代数 


在 § 14 内 , 我 们 证 明了 ， 由 一 个 半 单 纯 李 代数 和 一 个 极 大 环 
面子 代数 所 组 成 的 偶 ( 工 , 五 ) 被 它 的 根系 上 $ 确定 到 相差 一 个 同 构 . 
不 过 可 以 设想 ， 另 一 个 极 大 环 面子 代数 互 ' 可 能 导致 一 个 完全 不 
同 的 根系 B'。 (当然 在 很 多 情形 下 这 可 以 通过 使 用 11 的 分 类 被 
排除 掉 , 这 是 因为 dim Lrank 代 +Card ,但 是 ， 从 这 一 观点 来 
看 , 型 B 和 C 是 无 法 区 分 前 !) 

为 了 证 明了 单独 确定 了 于 当然 只 要 证 明了 的 所 有 极 大 环 而 
于 代数 在 Aut 工 下 黄 思 就 够 了 、 这 将 在 § 16 中 做 到 ,不 过 这 是 在 
与 任意 李 代 数 荆 的 更 广泛 的 联系 下 做 到 的 , 在 那里 , 互 的 更 合适 
的 类 似 者 是 “Oartan 子 代数 ”. 这 一 更 广泛 的 联系 由 于 可 以 利用 可 
解 李 代数 的 特殊 性 质 , 而 使 得 证 明 更 容易 了 . 在 本 节 内 我 们 将 准备 
好 一 个 骨架 , 这 里 的 F 除 了 特别 申明 和 饭 ， 可 以 是 任意 特征 的 .为 了 
技术 上 的 方便 ,我 们 仍 要 求 F 是 代数 轩 的 , 但 这 也 可 被 减弱 为: 对 
于 主要 的 结果 , 只 票 'OaraF 相对 于 dim 二 而 言 不 是 “ 太 小 "就 够 了 . 

s. 993- 。. 


hh 


15.1, 二 关于 ad 2 的 分 解 


从 (4.2) 回 想起 ， 若 4E nd (7 是 有 限 维 向 量 空间 )， 刘 有 
是 所 及 ,=Ker(t 一 a*1)” 的 直 和 ， 其 中 m 是 a 作为 4 的 特征 多 
项 式 的 根 的 重 数 。 每 一 了 在 i 下 是 不 变 的 , 而且 + 在 7, 上 的 限 
制 是 一 个 纯 量 4 和 一 个 吞 零 自 辣 态 之 和 . 

这 特别 适用 于 一 个 元 素 z 在 李 代数 荆 上 的 伴随 作用 ， 记 工 = 
卫 五 da) -Lo (adw) @L, (ad vw)， 这 里 工 (ad z) 表示 那些 


Lladw) (a 天 0) 的 和 , 更 一 般 地 , 如 果 下 是 工 的 一 个 子 代数 , 它 在 
adw 下 不 变 ， 则 可 写 为 = Kolad wx)K,(adw), 甚至 x 生 尺 也 
可 以 ， 

引 理 若 w 0EE， 则 [LCad o), Lo(adw)1CLoro(adw)， 特 
别 是 ，LoladQw) 是 工 的 一 个 子 代 数 ， 且 当 charF=0, 40 时， 

(ad x) 的 每 一 个 元 素 都 是 ad- 矢 零 的 . 

证 以 下 的 公式 是 引 理 后. 2B 的 证 明 中 所 注 明 的 公式 的 特殊 

情况 : ， ， 


(ao—a—b)"Lya = eae—o)'y), Gea)"(D)]. 


从 而 当 yE Loladw), z€ Lv《adw) 时 ,对 充分 大 的 m， 右 边 的 各 项 
都 是 0. 自 


15.92. ngel 子 代数 


按照 引 理 15.1, 对 于 zE 五 Lo(ad z) 是 荆 的 子 代数 . (根据 了 D. 
WW Barnes 的 说 法 , 我 们 称 它 为 Engel 子 代数 ， 以 下 两 个 引 理 对 
秆 .Ourtan 子 代 数 的 讨论 , 可 以 说 是 基本 的 . 

引 理 和 A 设 区 是 荆 的 子 代数 ”选取 zEKK, 使 得 Lolad z) 是 
在 所 有 的 Lo(ad w) (wzE 到) 中 为 极 小 的 . 保守 Sa 台风 
Iolad z) CIe(ad 2) 对 所 有 xE 民 霹 立 .: i 

证 .开始 时 取 定 一 个 枉 意 的 4 人 下 ， 塘 岂 D 汐 自 朵 次 的 店 

sigd 。 


{ad(z 十 oz) |cE 了 ,因为 Ko==Lolad zx) 是 包含 K 的 工 的 子 代 数 , 故 
这 些 自 同 态 使 及 6 不 变 , 从 而 诱导 出 商 向 量 空间 L/K6 的 自 同 态 ， 
如 果 全 是 不 定 元 ， 我 们 就 能 把 ad (g 十 ow) 的 特征 多 项 式 表 示 成 它 
在 及 和 了 L/K。 上 的 特征 多 项 式 的 乘积 f(T, o)g(T, 0 车 
+ 一 dim Ko, n 一 dim LI， 我 们 可 写 为 f(T, 0) =T'+fi(0OT"!+ 
二 0)，9(T，0 一 7 十 外 (7 十 十 go-r(o)， 读 者 可 
看 到 (将 它 翻 译 成 矩阵 语言 后 ) 系数 f:(0), 9i(e) 都 是 o。 的 至 多 为 
次 的 多 项 式 ， 

根据 定义 , ad z 的 特征 值 0 只 出 现在 子 空 间 。 上 , 这 意味 着 
(对 0=0 的 特殊 情况 )g,-; 在 FE 上 不 是 恒 等 于 0 的 .所 以 我 们 可 找到 
任意 多 个 纯 量 , 它们 都 不 是 g,-; 的 零点 ， 艾 如 说 , et，…，orta 就 是 
十 个 这 样 的 不 同 纯 量 ， 这 里 说 go-r(o) 尖 0, 也 就 等 于 说 , 0 不 是 
ad(z+cw) 在 商 空间 上 的 特征 值 ， 这 就 迫使 Lolad(z+cw)) 整 个 地 
落 在 子 空间 Ko 之 内 。 但 后 者 是 选择 得 极 小 的 ， 所 以 对 于 I<i< 
?十 + 可 得 Loladz) = Zo(ad(z 十 oz))， 这 也 就 意味 着 ad(z 二 oo) 在 
Loladz) 上 仅 有 特征 值 0， 即 f(T, 0) 一 和"， 所 以 每 一 个 多 项 式 
万 … fr( 次 数 至 多 为 ") 有 ?7 十 1 个 不 同 的 零点 01,，…, 0141, 人 迫使 
这 些 多 项 式 都 值 等 于 0. 

刚才 我 们 已 证 明 Zo(ad(z 二 oz)) 开 对 所 有 的 eEF 都 成 立 ， 
因为 z 是 任意 的 , 我 们 可 把 它 换 成 sz 一 s， 取 c=1, 得 到 Lolad)o 
Lolad z). | 

引 理 B 如 果 玉 是 荆 的 子 代 数 ， 它 包 含 一 个 Engel 二 代数 ， 
则 (KK) 一 玉 ， 特 别 是 , Engel 子 代数 是 自 正规 的 . "i 

证 假定 >Ioladw). 则 adzw 作 用 在 Ni(KK)/K 上 没有 
特征 值 0， 另 一 方面 , s€E 玉 :意味 着 [Ns( 玉 ), w] CK, 所 以 adw 
作用 在 Ni( 区 )/K 上 是 平 凡 的 。 合 起 来 , 就 迫使 ~NL(K). 秆 


15.8， Cartan 于 代数 


李 代数 荆 的 Carten 子 代数 (简称 CSA) 是 -- 个 筹 零 子 代数 , 
它 与 它 在 五 内 的 正规 化 于 相等 ， 这 一 定义 有 一 个 续 点 就 是 它 并 
大 100 多 


入 


不 意味 着 CSA 的 存在 〈 确 实 ， 在 有 限 域 上 的 存在 性 问题 尚未 完全 
解决 )、 如 果 工 是 半 单 纯 的 (charF=0)， 则 极 大 环 面子 代数 太 是 
Abel 的 (从 而 知 零 ”而且 恕 )= 且 ， 这 是 因为 L~ H+ 


[了 Ta] 一 Ze (aE). 所 以 此 时 CSA 肯定 存在 (而 且 起 着 重要 的 作 
用 )。 更 一 般 地 , 有 下 述 定理 ， 

定理 设 囊 是 李 代数 也 的 子 代数 ， 则 互 是 也 的 CSA 当 且 
仅 当 五 是 极 小 Engel 子 代数 (说 明了 CSA 的 存在 性 ). 

证 首先 假设 五 =Lolad) 是 工 的 一 个 Engel 子 代数 ， 根 据 
(15.3) 的 引 理 B， 互 是 自 正规 的 ， 如 果 五 不 真正 包含 其 它 Engel 
子 代数 ， 则 (15.2) 引 理 A 的 假设 被 满足 ( 取 五 = 玉 )， 过 使 万 = 
Io(ad z) CLolad v) 对 所 有 zE 五 都 成 立 ， 尤 其 是 对 $E 玉 , aduw 
是 等 零 的 ,所 以 (由 Engel 定理 ) 互 是 筹 零 的 . 

反之 , 设 互 是 荆 的 CSA， 因 为 也 是 宕 零 的 ， 故 对 所 有 的 
wE 甩 ， 且 CIo(adw)， 我 们 希望 至 少 对 于 一 个 2 能 有 等 式 成 
立 。 否则 ,假设 等 式 永 不 能 成 立 ， 这 时 , 取 Lo(adz) (zE 五 ) 尽 可 
能 小 ， 再 一 次 应 用 (15.2) 的 引 理 A, 我 们 得 到 Lo(ad 2) 汪 Lo(adz) 
对 所 有 的 zE 五 成 立 ， 这 意味 着 在 非 零 向 量 空间 Lolad z)/ 甩 诱 
导出 来 的 五 的 表示 中 , 每 一 个 =E 五 的 作用 相当 于 一 个 宕 零 自 同 
态 。 由 (3.3) 可 知 , 互 使 某 一 非 零 的 y+ 互 变 成 0, 或 换 名 话说 , 存 
在 y4 甩 ,使 [有 y]C 玉 ,这 与 互 是 自 正规 化 的 假设 相 韦 盾 . 时 

推论 设 工 是 半 单纯 的 (charF=0)， 则 研 的 CSA 恰 好 是 万 
的 极 大 环 面子 代数 . 

证 在 定理 的 前 面 我 们 已 说 过 ， 任 一 极 大 环 面子 代数 是 一 个 
CSA， 反 之 , 设 吾 是 一 个 CSA. 注意 到 如 果 “= 十 mw 是 w 在 五 内 
的 约 当 分 解 , 则 Lo(ad wm)CZo(ad z): 任 一 被 ad m 的 竺 变 到 0 的 
y 也 被 ad 的 震 变 为 0, 这 是 因为 ad m 是 筹 零 的 , 且 与 aam 可 交 
换 ， 又 注意 到 对 半 单 纯 的 <EZ， 由 于 adz 是 可 对 角 化 的 ， 故 
To(adzj=Oz(z)， 现 在 CSA 吾 是 极 小 Engel 子 代数 ， 其 形 如 
To(ad 2) ( 按 上 述 定理 )。 由 以 上 论述 ， 加 上 极 小 性 ， 则 迫使 五 
(ad zs) Oz(zs)， 但 Cz(zo) 显 然 包 含有 工 的 一 个 极 大 环 面子 


。 J0l+ 


代数 , 它 是 一 个 CSA, 从 而 也 是 一 个 极 小 Engel 子 代数 . 由 此 可 及 
定 瑟 是 一 个 极 大 环 面子 代数 . 
作为 这 个 证 明 的 推论 , 我 们 注意 到 : 于 单纯 可 代数 (aharF- 0) 


的 二 个 极 太 环 面子 代数 具有 形式 Oz(s) (这 里 是 某 一 米 单线 元 
素 马 ( 见 练习 8.7)， 这 样 的 一 个 元 素 s 被 称 为 正则 半音 纯 的 


15.4. 函 子 性 质 


引 理 A 疫 人 天 的, 苍 甩 是 用 Cs 
则 此 (Z) 是 三 的 CSA. 
证 显然 $( 且 ) 是 里 零 的， 设 4= er 由 目 将 L 与 /4 等 
同 看 待 。 若 < 十 4 正规 化 五 十 4, 则 wENz( 瑟 十 4)， 但 五 +4 包 
会 一 个 CSA( 由 定理 15,3, : 它 是 极 小 Engel 子 代数 ) ,所 以 子 代数 
下 和 4 是 丰 正规 的 ((15， 2 的 引 理 B). 二 此 zE 万 +4， 即 图 (五 ) 
是 自 天 规 的 , 有 : - 
1 引 理 加 机 四 五 > 也 是 李 代数 的 满 同 态 ， 设 H' 是 七 的 
CSA, 下 == 四 1(H'))、 则 民 的 任 一 CSA 及 也 是 工 的 CSA， 
证 由 假设 ， 互 是 等 零 的 ， 根据 上 面 的 引 理 ，$( 石 ) 是 
人 (KK)= 天 "的 CSA, 和 这 使 $( 甩 ) = 五 (因为 CSA 是 极 小 Engsl 的 》 
车 <E 工 正规 化 五 , 则 纱 (zw) 正规 化 加 (及), 所 以 $8(w) E$( 互 ), 或 
EH+Kerg. 但 Ker gc 五 (根据 构造 )， 改 56 刀 十 开 C 玉 ， 现 
在 因 互 是 玉 的 CSA, 所 以 wENE(H)=H. 上 
练 习 
1. [Cm, F) 的 半 单纯 元 素 为 正则 的 ， 当 且 仅 当 它 的 特征 值 各 不 相同 ( 即 
当 且 仅 当 它 的 最 小 多 项 式 与 特征 多 项 式 相同 ). 
2. 设 工 是 半 单 纯 的 (char F= 0)， 从 练习 8.7 推导 出 工 的 仅 有 的 可 解 
Engel 子 代数 是 CSA. 
3, 设 厂 是 半 单 纯 的 (char F=0)， XEL 半 单 纯 . “证 明 : z 是 正则 的 当 且 
仅 当 z 恰 好 落 在 一 个 CSA 内 。 
4. 设 吾 是 李 代 数 工 的 CSA. 全 是 极 大 等 雪 的 ， 即 它 不 真 包含 于 
三 的 任 一 兰 零 子 代数 肉 ， 说 明 反 之 不 对 ， … 
s 102。 


5， 如 果 仅 要 求 域 F 的 基数 超过 dim 工 ,说 明 如 何 证 明 (15.2) 的 引 理 A. 

6. 设 工 是 半 单 纯 的 (charF==0), 乙 是 它 的 半 单 纯 子 代数 ， 证 明志 的 
每 个 CSA 都 落 在 忆 的 某 个 CSA 之 内 。 [参看 练习 6.9.] 

【附注 】 

这 里 使 用 的 处 理 Cartan 子 代数 的 方法 大 部分 是 属于 Barnes[1] 的, 他 引入 了 
Engel 子 代数 的 概念 。 也 参见 Winter[1]。 


16. 共 斩 定 理 


在 本 节 内 , 假设 也 是 特征 数 0 的 代数 闲 域 ， 我 们 将 证 明 在 F 
上 任意 李 代数 工 内 ， 所 有 的 CSA 在 内 自 同 构 群 Int 工 ( 即 由 所 有 
exp ad 2 所 生成 的 群 , 其 中 x%€ 工 为 ad 知 堆 的) 下 共 轿 ， 当 工 为 半 
单纯 时 ,这 意味 着 所 有 的 极 大 环 面子 代数 是 共 轿 和 的 ， 所 以 工 由 它 
关于 任 一 极 大 环 面子 代数 的 根系 所 唯一 确定 (可 以 差 一 个 同 构 ). 
作为 一 个 辅助 步骤 ,我们 也 将 证 明 工 的 所 有 极 大 可 解 子 代数 是 共 
罗 的 . 


16.1. 群 。 6(L) 


设 卫 是 李 代 数 ， 如 果 存 在 9E 工 以 及 ady 的 某 一 非 零 特征 值 

@ 使 得 2EL(ad y), 则 称 2E 工 为 强 ad- 圳 霍 的 . 这 就 迫使 = 是 
ad- 每 零 的 (15.1)， 所 以 这 一 术语 是 合理 的 。 用 . 信 ( 世 ) 表 示 工 的 
所 有 强 ad- 靠 零 元 素 的 集合 ， 且 用 &(ZD) 表示 由 所 有 expadz 
(zE.A(Z) 所 生成 的 Int 荆 的 子 群 。 (注意, .Jr(D) 在 Aut 厂 下 
不 变 ,所 以 Z(Z) 在 Aut 荆 内 正规 .) 

我 们 宁愿 使 用 @(Z) 而 不 愿 使 用 Int 工 的 所 有 元 素 ,这 是 因为 
E(Z 具 有 更 好 的 孙子 性 质 ，《 实 际 上 当世 为 半 单 纯 时 ， 以 后 的 事 
实 将 会 说 明 有 CE&(Z) ~Int 工 成 立 ; 参看 (16. 国 . ) 例 如 ， 若 玖 是 
工 的 子 代 数 ， 则 显然 .4 ( 尼 )C-f( 太 .这 就 可 定义 由 所 有 
exp adz z(wEN (KK) 生成 的 ECD) 的 于 群 2(L; 玉 )， 然 后 只 要 
把 C(I 下) 限制 于 下 ,就 可 得 到 2()、 与 此 对 比 , 如 果 取 任意 
2EK 使 adx 2 为 短 零 ， 则 对 adz x 并 无 控制 ,所 以 在 Int 肥 与 

e 03.。 


Int 二 之 间 没 有 这 样 的 直接 联系 ， 
很 清楚 , 如 果 矿 > 忆 是 满 同 态 , 是 9E 厂 则 (Lad 9)) 一 
有 (adg(g))， 由 此 可 得 : $( 人 (DD))=N(D). 
引 理 设 央 六 > 也 是 满 同 态 .车 oECECD) 册 存在 rECCD 
使 得 下 图 可 交换 : 
1 


了 
多 


证 只 要 对 o'=exp adr z, zw'E.N(I/) 的 情形 证 明 即 可 . 由 
引 理 前 面 的 一 段 陈述 可 知 : 至 少 有 一 个 *E-Y(D), 合 得 w dhs). 
对 于 任意 的 zE 五 有 
(poexp adz z) (2) = plz+ [vz] + (1/2) 区 [zz]] 十 ) 
= $2) + [vps)] + (1/2) [w' [2'$ (2)1] +…) 
~ (exp adz, w/e) (2), 
换 句 话说 , 图 形 是 可 交换 的 . 上 


16.2，CSA 的 共 胃 性 (可 解 情形 ) 


定理 设 卫 可 解 ，E(Z) 同 (16.1) 中 的 一 样 . 则 荆 的 任 两 个 
CSA Hy 已 3 在 CD 下 共 斩 . 

” 证 对 dim 工 重用 归纳 法 . dim L=1 (或 厂 宕 办 ) 的 情形 是 
显 易 的 ， 假 设 荆 不 是 筹 零 的 ， 因 为 工 可 解 ， 工 具有 非 零 Abel 理 
想 (例如 , 导出 列 的 最 后 一 个 非 零 项 )， 从 中 选取 维 数 最 小 的 4， 置 
也 了 4， 且 用 txw' 天 示 典 范 映射 办 五 > 也 /4， 按 照 (15.4) 的 
引 理 4, 五 和 是 (可 解 ) 代数 乙 的 CSA, 根据 归纳 假设 ,存在 
ww EE(D) 把 Hi 映 到 及; 上， 由 引 理 16.1, 我 们 可 找到 o€8(L) 
使 图 形 能 交换 。 这 意味 着 a 把 完全 映 象 玉 1=$-!( 玉 1) 映 到 ,= 
六- 上. 咀 现 在 如 :和 o(H1) 都 是 代数 下 ,的 CSA， 如 果 
攻 , 比 荆 小 ， 则 归纳 假设 允许 我 们 找 出 不 EG(KKs) 使 Yo( 有 Hi) = 
有 但 (Ra) 由 皮 ( 厂 . 下 9) CE (有 的 元 素 限 制 于 玉 , 上 组 城 ， 
ed04.。 


也 就 是 说 对 某 个 EEG(L), 有 TolHi) Hs, 而 7 在 玉 ， 上 的 限制 
就 是 ,从 而 证 得 所 需 结果 ， . 
”否则 ， 必 须 有 工 = 尺 =oe(1)， 所 以 事实 上 Fi= Ks, 1L= 
互 :+4=Hi+ 4A， 为 了 决定 这 一 情况 , 我 们 必须 明显 地 构 造 出 荆 
的 一 个 自 同 构 (在 整个 论证 中 仅 在 此 处 才 必 须 这 样 化 !)。 由 定理 
15.3, 对 于 适当 的 wEL，CSA 瓦 是 形 如 Do(ad z) 的 , 而 4 是 adz 
不 变 . 4= 4o(ad zw)@4,(ad x) ( 见 (15.1))， 并 且 每 一 个 加 项 在 
工 ~ 甩 十 4 之 下 不 变 。 由 4 的 极 小 性 ， 或 者 有 A4=ho(ad w), 或 
者 有 44,(ad 中 ), 第 一 种 情形 是 荒 次 的， 因为 这 将 迫使 4C 五; 
了 = 互 。， 这 与 忆 不 是 香 零 的 相 了 矛盾 所 以 4-4。 (sd 人， 显然 
‘A~L,(ad%). 

由 于 研一 本 ;十 4， 在 此 可 写 z* 下 上坟 这 里 yE 疡 ,acE Tad 
然后 使 用 sd 在 I(adw) 上 是 可 逆 的 这 一 事实 ， 记 z= fzz]， 
ZEL,(adw), 因为 4 是 Abel 的 ，(adz)?=0， 所 以 exp ad w= 
lz+ady 作用 于 即 得 % 一 z=y， 尤 其 , 且 = Lo(ad yy) 必须 也 是 工 
的 .CSA. 因为 YE 五 。 五 二 Hs， 因 而 且 = Hi (都 是 极 小 Bngel 
的 )， 所 以 五 ! 通过 exp ad z 共 轿 于 五。 

剩 下 的 是 证 实 exp ad z 确实 在 8(D) 内 :2 可 写成 4=~ ad 四 
的 某 些 强 aa- 等 零 元 素 % 之 和 ， 而 后 者 是 可 交换 的 (4 是 Abal 
的 )， 所 以 erp ad eI oxp sd Ed(D). 


16.3. Borel 子 代 孝 


为 了 从 可 解 情形 转移 到 一 般 情 形 ,我们 利用 李 代 数 工 的 
Borel 子 代数 , 它 定义 为 工 的 极 大 可 解 子 代数 如 果 我 们 能 证 明 工 
的 任 两 个 Borel 子 代数 在 4( 功 下 共 罗 , 则 从 定理 16.2, 可 得 工 的 
所 有 CSA 共 皂 ， 

引 理 及 车 如 是 厂 的 Borel 子 代数 , 则 B= Ns(B)，， 

。 证 - 设 w 正 规 化 了 B, 则 B+Fo 是 五 的 也 代数 ， 因 为 [B+Fz， 
B+Fe]cB, 攻 它 又 是 可 解 的 ， 因 而 由 .B 的 极 大 性 可 知 2€B. 时 
引 理 BB 车 Bad 厂 忒 忆 风 到 的 Borel 子 代数 与 半音 纯 李 代数 
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六 Rad 工 的 Borel 于 代数 成 自然 的 一 一 对 应. 
证 . Rad 工 是 荆 的 可 解 理想 , 故 对 工 的 尾 一 Borel 子 代数 肪 
B+Rad 工 是 工 的 可 解 子 代 数 , 即 Rad LCB (由 极 大 性 ). 引 更 立 
- 靶 得 证 . 重 
从 引 理 BB 可 知 , 最 基本 的 是 当 工 为 半 单 纯 的 情形 . 此 时 设 丰 
是 一 个 CSA; 画 是 开关 于 了 五 的 根系 ， 固 定 一 个 基 4 以 及 与 它 相 
关联 的 正 根 集合 ， 置 . B(4) ~ 五 +TTTo， (4) 一 耻 Te， 此 时 我 们 


知道 B(4) 是 工 的 子 代数 ， 具 有 导 代数 W(4)。 此 外 (4) 是 乱 堆 
的 : 因为 若 “ETe(a>-0); 则 ad ze 作用 于 具有 (关于 4 的 ) 正 高 度 的 
根 的 根 向 量 上 , 使得 高 度 至 少 增加 1 这 说 明了 如 何 会 使 降 电 心 列 
趋 于 0， 现在 可 知 (4) 是 可 解 的 , 事实 上 , 我 们 可 断言 ，B( 人 ) 是 
一 个 Borel 子 代数 ; 设 下 是 五 的 任 一 子 代数 , 它 真 包含 (4). 则 
因素 在 ad 互 下 不 变 ， 它 必须 包含 某 一 Ls (对 于 a-<0)， 但 这 亿 
使 及 包含 一 个 单纯 代数 8, 于 是 KK 不 能 是 可 解 的 . 

引 理 0 设 荆 半 单 纯 ， 具 有 CSA 五 和 根系 DB， 对 每 一 个 基 
4CGB，B( 候 是 上 的 Borel 于 代数 ( 丈 为 关于 及 的 标准 Borel 子 
代数 ). 荆 的 关于 五 的 所 有 标准 Borel 子 代数 在 G(Z) 下 共 酸 . 

证 只 有 第 二 句 陈述 需要 证 明 . 回忆 (14.8), 作用 在 及 上 的 
反射 re 可 以 扩张 为 工 前 内 自 同 构 rw， 它 在 6( 切 内 (由 它 的 构造 

可 知 )， 这 一 自 同 构 抠 BC 人 ) 映 为 B(o) 是 显然 的 ， 利 用 Weyl 
群 是 由 反射 生成 并 且 可 迁 地 作用 在 基 上 这 一 事实 , 可 以 看 到 2(L) 
可 迁 地 作用 在 关于 及 的 标准 Borel 子 代数 上 ， 昌 


16,4，Borel 子 代数 的 共 二 性 


` 定理 任意 地 代数 荆 的 :Borel 于 代数 都 在 er) 下 共 印 : 
推论 ”和 任意 李 代 数 研 的 Qartan 子 代数 都 在 C(Z 下 共 斩 下 共 亏 : 
推论 的 证 明 设 瑟 , 五 ' 是 工 的 两 个 CSA， 因 为 它们 是 等 堆 
的 (从 而 可 解 )， 所 以 它们 每 一 个 都 至 少 位 于 一 个 Borel 子 代数 之 
昌 璧 如 说 和 B' 之 中 、 根 据 定理 , 存在 wxEG(D) 使 得 c(B)= 
现在 5( 瓦 ) 和 - 责 ' 都 是 厅 解 子 代 数 . 囊 的 CSA, 所 以 由 定理 
st6s 


16.2, 存 在 rv"EZ(CB'), 使 vo( 瑟 )=H'. 但 vw 是 某 一 个 EE(T 
B') cE (LD) 对 B' 的 限制 (16.1)， 所 以 有 ro(H)=H',， wo€ 
CCD) 站 

定理 的 证 明 ”我 们 对 dim 工 应 用 归纳 法 . dim 工 -1 的 情形 
是 平凡 的 . 根据 引 理 16.1 和 16.3B 以 及 归纳 假设 ; 我 们 可 以 假定 
二 是 灶 单 纯 的 ， 取 定 一 个 标准 Borel 子 代数 罗 (关于 某 个 CSA)， 
只 要 证 明 任 -- 其 它 的 Borel 子 代数 B' 在 6( 轧 下 共 因 于 B， 车 
BN B'~B, 则 没有 什么 要 证 的 (因为 由 极 大 性 迫使 记 wB)， 所 以 
我 们 又 可 对 dim(BnB') 施 行 第 二 个 (下 降 的 ) 归纳 法 。 根据 归纳 
法 假设 ， 任 一 Borel 子 代数 若 它 与 B( 或 的 共 加 ) 的 交集 具有 更 
大 的 维 数 , 则 它 已 经 与 妃 共 斩 . 

(1) 首先 假设 BN B'*0， 有 两 种 情况 : 

情况 (i): 30 的 矢 零 元 集合 W' 是非 零 的 .由 于 B 是 标 
准 的 ,NW' 是 子 空间 ， 膨 BN B' 的 导 代数 由 矫 零 元 组 成 ， 这 意味 着 
N' 是 BN B' 内 的 一 个 理想 ，W' 当然 不 是 工 的 理想 ,所 以 它 的 正 
规 化 子玉 是 工 的 真子 代数 . 

下 面 我 们 证 明 BN.B' 真正 包含 于 BNE 和 BNK 内， 办 
为 当 考虑 由 ad 所 诱导 的 加 在 B/(BNB') 上 的 作用 时 ， 每 个 
wzEW' 在 这 一 向 量 空间 上 的 作用 是 筹 零 L 
的 , 故 由 定理 3.8, 必定 存在 一 个 非 零 的 | 
9% 十 (BnBD)， 它 被 所 有 的 sxEN' 零 化 ， 即 AN 
使 得 [zyjEBNB', yBNB'. 但 [wj 也 
在 [BB] 内 ， 从 而 是 害 零 的 ， 这 就 迫使 3 
fx 由 EN， 或 JENa(ND) = BNK, 且 
% 生 了 3nB， 类 似 地 ，BB' 真正 包含 于 可 
B'NK 内 . 好 

另 一 方面 ， BN 下 和 B'NK 是 下 的 图 1 
可 解 子 代 数 ， 设 0, 0' 分 别 是 包含 它们 的 及 的 Borel 子 代数 (图 
1)。， 因 为 大 蕊 由 归纳 假设 , 可 找到 cEECL 到 )CE(LL) 使 得 
c(o)=C. 由 于 BNB' 是 O 和 0 的 真 ( 非 零 ) 子 代数 ， 故 由 第 过 
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个 归纳 法 假设 ， 就 能 得 到 7EE(CL) 使 得 rc(C')C 了 3B( 即 把 包含 
0(0') =0 的 工 的 Borel 了 于 代数 映 到 BB 上)， 最 后 ，BN ro《B')> 
To(0') ro(B')>ro(B'NK) 如 ro (BNB')， 所 以 前 者 比 BNB 
有 更 大 的 维 数 ， 再 一 次 应 用 第 二 个 归纳 假设 ， 可 看 到 .B: 在 SD 
下 共 郝 于 wo(B')， -由 此 我 们 已 解决 了 情况 G),， 

-情况 (i)，BNB' 没有 非 和 零乱 零 元 ， 由 于 命题 4 .前 引 理 
16.3A, 工 的 任 一 Borel 子 代数 包含 它 的 元 素 的 半 单 纯 部 分 与 和 
零 部 分 ， 这 就 说 明了 五 B'~ 了 是 一 个 环 面子 代数 .现在 我 们 利 
用 B 是 标准 Borel 子 代数 这 一 事实 ， 说明 B=B(4), N=N(4)， 
B= H+N., 因为 [如 = 和 , 且 因 TNN=0, 显然 Np( 了 TY) = OMT) 
设 O 是 Cs(T) 的 任 一 CSA, 因此 C 是 宕 零 的 , 且 ZTCNaem(G)- 
C， 若 mE Na(C)，#E 了 CC, 则 对 某 一 大 有 (ad 级 各 二 多 这 是 因为 
CO 是 筹 零 的 . 但 adt 是 半 单 纯 的 ， 故 k=1 且 wnEOs(T)， 于 是 
Ns(0) = Nono(C)=O， 作 为 方 的 竺 零 育 正规 子 代数 ，O 是 刀 
的 CSA( 包 含 轩 )， 利用 定理 16.2, 我 们 知道 0 是 工 的 极 大 环 面子 
代数 ， 它 在 2(B) 下 (从 而 在 8(I) 下 ) 共 轿 于 瑟 ， 所 以 不 失 一 般 
性 , 可 假设 TCH. 

假设 人 ~ 及. 显然 B' 吕 及, 所 以 好 必 须 至 少 包 含 一 个 La(a-<0 
关于 从. 应 用 re( 见 16;8 引 理 0) 于 B' 就 可 得 到 一 个 Borel 子 代 
数 B”, 它 与 的 交集 包含 HH 十 L_。 从 而 由 第 二 个 归纳 法 假设 可 
知 ; B" 与 B 共 圈 , 由 此 得 证 . 

接着 再 假设 也 真 包含 于 五 内， 在 此 或 者 有 如 中 心 化 T, 或 
者 不 是 这 样 ， 如 果 B'COiT)， 我 们 求助 于 第 一 个 归 纳 法 假设 , 因 
为 dim COz(7) < dim 忆 (了 #0 且 Z(L) =0)， 也 就 是 说 利用 
吾 COz(T) 这 一 事实 ， 找 出 Os(T) 的 包 贪 池 的 Borel 子 代数 B"， 
然后 用 归纳 法 假设 找 出 cEE(D Oz(T))cE(D), 它 把 B' 映 到 B" 
上 .特别 地 , B" 是 也 的 包含 互 的 Borel 子 代数 , 由 于 第 二 个 归纳 
法 假设 , 它 在 8(I) 下 共 郝 于 及 . 

剩 下 的 情况 是 BOL(T)， 这 可 找到 ad 了 了 的 一 个 公共 特征 
向 量 %EB' 以 及 一 个 元 素 1ET, 使 [tw] =am, 其 中 。 是正 有 理 数 、 
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定义 8= 玖 十 Jo。 其 中 aE 取 遍 使 a(t) 为 正 有 理 数 的 那些 根 . 
显然 5 是 工 的 一 个 子 代数 ( 且 %EA5).， 此 外 ， 立 即 可 知 访 是 可 解 
的 ( 见 引 理 16.80 的 证 明 )， 设 B" 是 工 的 包含 8S 的 Borel 子 
代数 ， 现 在 B"NBoT+Fz 邓 T=B'NB, 所 以 dim PB"NB8'> 
dim BN B'. 类 似 地 ,B”" 门 8 汪 是 妇 T, 世 记 dim 8"N1B>dimB' 册 mB. 
把 第 二 个 归纳 假设 用 于 后 一 个 不 等 式 , 即 证 得 B' 与 召 兴 罗 ，( 特 
. 别 要 指出 的 是 ，B" 显然 关于 共 罗 于 五 的 一 个 CSA 是 标准 的 , ) 接 
着 再 把 第 二 个 归纳 假设 应 用 于 第 -个 不 等 式 (因为 B" 是 标准 的 ) 
可 证 B" 共 轿 于 B'， 所 以 B 共 轿 于 B'. 

(2) 前 面 已 处 理 了 所 有 BNB'#0 的 情况 ， 现 在 考 虑 车 
BNB'w=0 时 将 怎样 。 这 时 迫 便 dim L>dim B+dim B' 由 于 8B 
是 标准 的 ， 我 们 知道 dim B>(1/23)dim 五 所 以 好 必定 是 “ 太 
小 ”的 、. 更 精确 地 说 , 取 为 B' 的 极 大 环 面子 代数 ， 若 玫 = 0 则 
好 由 宕 零 元 所 组 成 , 从 而 B' 是 每 零 的 (Engel 定理 ) 而 且 是 自 正规 
的 ((16.8) 的 引 理 太 ), 即 B' 是 一 个 CSA， 这 是 荒 记 的。 因为 我 们 
知道 (推论 15.3), 荆 的 所 有 CSA 是 环 面 的 , 因而 你 0。， 如果 。 
是 工 中 包含 T 的 极 大 环 面子 代数 ， 则 B' 与 关于 Ho 的 任 一 标准 
Borel 子 代数 B" 有 一 个 非 零 交集 。 因 而 由 证 明 的 第 一 部 分 可 得 
8B' 共 斩 于 好, 所 以 dim B'=dimB">(1/2)dim 廿 ,这 与 B' 的 “人 小” 
相 泌 盾 . 是 

推论 16.4 容许 我 们 给 F 上 的 一 个 任意 李 代数 荆 加 上 一 个 数 
值 不 变量 ( 称 为 秩 ), 即 工 的 一 个 CSA 的 维 数 ， 当 万 为 半 单纯 时 ， 
五 的 秩 与 外 的 秩 相 同 ,多 是 工 关于 任 一 个 极 大 环 面子 代数 (一 CSA) 
的 根系 . 

关于 Borel 子 代数 共 谣 定理 的 一 个 附带 结果 是 值得 注意 的 . 
设 工 为 半 单 纯 , 具 有 CSA 五 及 根系 下， 我 们 断定 , 荆 内 包含 互 的 
任 一 Borel 子 代 数 都 是 标准 的 . 事实 上 , 设 co(B8(4))=B, 其 中 
4 是 二 的 某 一 给 定 的 基 ,o EQCI)， 由 于 互 和 ol( 五 ) 是 B 的 二 个 
CSA, 它们 在 (LB)cCE(L) 下 是 共 轿 的 (定理 16.2)， 所 以 也 可 
假设 o( 且 ) = 互 ， 此 时 显然 对 每 一 c>-0, 有 o(Lo) 一 Loo, oa 是 一 

» 1090。 


个 根 , 此 外 , 由 于 o 而 产生 的 根 的 置换 仍 保持 和 式 , 所 以 c( 人 = 了 
仍 是 名 的 一 个 基 , 且 B=B( 人 是 标准 的 ， 


16.5. 自 同 构 群 


设 工 是 半 单 纯 的 ,五 是 工 的 CSA, 带 有 根系 外 以 及 菜 一 国定 
的 基 4 如 加 7 是 荆 的 任 一 自 同 构 , 则 当然 7(B), B 一 B(4)， 是 
荆 的 另 一 个 Borel 子 代数 ， 所 以 它 被 某 一 ctE&(Z 变 回 到 如 
(定理 16.4)， 现 在 互 和 oi17(H) 匙 工 的 两 个 CSA (从 而 也 是 如 
的 CSA)， 因 而 由 定理 16.2， 可 找到 weEeE(Z B)CE(L)， 它 把 
or( 且 ) 变 成 及 ( 且 使 不 变 )， 由 于 oscar 同时 保持 甩 和 B, 它 
诱导 了 的 一 个 自 同 构 , 且 使 4 不 变 ， 据 (12.2) 我 们 已 知道 所 有 
这 样 的 自 同 构 : 非 平 凡 的 自 同 构 来 自 非 平 世 的 图 自 周 构 ; 对 村 不 可 
约 的 更, 它们 仅 在 Ai(>> 力 , Du E 的 情况 下 才 存 在 ， 设 p 是 工 的 
相应 自 同 构 ( 见 练习 14.6)， 因 为 p 不 是 完全 唯一 的 , 故 可 调整 所 
涉及 到 的 纯 量 ， 使 得 pcxmr 把 ze 变 成 euxs(ae>0)， 把 名 变 成 
0z'ya, 从 而 'h 变 成 ha( 因 而 所 有 的 都 变 成 自己 )， 结 论 是 ， 与 
群 2( 有 ).T(D) (TCL) = 工 的 图 自 同 构 群 ) 的 一 个 元 过 只 差 一 个 对 
角 自 同 构 ， 即 一 个 自 同 构 作用 在 五 上 是 恒 等 的 ， 且 作用 在 每 个 根 
空间 工 上 是 纯 量 乘法 ， 

可 以 证 明 ( 见 Jacobson『1]，278 页 )， 一 个 对 角 自 同 构 总 是 内 
自 同 构 , 事实 上 它 的 构造 说 明了 它 可 在 G(Z) 内 被 找到 ， 此 外 , 可 
证 梁 积 Aat 工 一 TInt(Z) *Z(Z 是 半 直 积 (Jacobson[1]， 第 九 章 练 
习 )、 因 而 更 有 @(Z) = Int(Z)。， 读者 也 可 在 Jaeobson 的 书 里 找 
到 关于 各 个 单纯 李 代 数 的 自 同 构 群 的 详细 措 述 。 


.练习 


“” 1. 证 明 &(Z) 是 1 阶 群 当 自 仅 当 研 是 等 零 的 . 
2. 设 工 是 半 单 纯 的 , 互 是 C5A, 4 是 DB 的 基 , 证 明 工 内 由 署 零 元 组 


关于 此 性 夺 的 ) 疾 大 于 代数 在 57) 下 共 畏 于 (的 导 代数 
N(@), ， . i 


- Ea 


sii0s, 


3. 设 风 是 根 的 一 个 集合 ，- 它 是 闭 的 ( 即 w BE 到 ac+BEG 时 可 得 
x+BE 多 ) 且 满足 四 ni 一 四 一 多 证明 色 被 包含 在 关于 允 的 某 一 基 的 正 根 集 
合 内 . [利用 练习 2,]( 这 一 练习 腐 手 根系 的 理论 ， 但 利用 李 代数 做 更 容易 一 
些 , ) 

4. 当 工 一 红 (2，F) 时 ,定理 16.4 的 证 明 可 怎样 简化 ? 

5. 设 工 半 单纯 车工 的 一 个 闪 单 纯 元 过 是 正则 的 ， 则 它 仅 位 于 有 限 多 
个 Borel 子 代数 内 《其 道 命题 也 正确 ,但 更 难 证 明 *, 而 且 它 还 启示 了 关于 工 
中 不 一 定 半 单 纯 的 元 素 的 “正则 ”概念 . ) 

6. 设 荆 是 半 单 纯 的 ,研一 互 +IIL。. 如 果 厂 的 子 代数 书包 含 某 一 Borel 
子 代数 , 则 称 忆 为 抛物 子 代数 . (根据 引 理 15.2B, 此 时 呈 是 自 正规 的 . ) 固 定 
一 个 基 4cT 且 置 了 ~B(4)， 对 于 每 个 子 集 4C4， 定 义 PC4) 为 由 所 有 的 
LlaE4 或 -aE4) 以 及 互 所 生成 的 工 的 子 代数 . 

(a) PC4) 是 工 的 抛物 子 代数 ( 称 它 为 关于 4 的 标准 抛物 子 代 
数 ). 

(b) 工 的 每 一 个 包含 BC4) 的 抛物 子 代数 都 具有 形式 PC4)( 对 于 某 个 
4c 人 [使 用 引 理 10.24 的 推论 以 及 命题 8.4(d).] 

《0) 证 明 荆 的 每 一 抛物 子 代数 在 CI) 下 共 罗 于 P(4) 中 的 一 
个 . 

7 设 工 一 红 (2, F), 具有 标准 基 (z, h, Y). 对 cEF, 记 2(0) =exp adex)， 
YCc) 一 expad(oy)， 对 o#0， 定 义 内 自 同 构 zw(o) = z(e)g (一 cDz(e)， 
ho) wlo)w《D-1(=wbc)w( 一 1))、 计 算 wke), NG) 关 于 工 的 已 知 基 的 矩 
阵 ,并 且 推 导出 工 的 所 有 对 角 自 同 构 (16.5) 是 内 自 同 构 ， 在 这 一 情形 下 可 得 
出 结论 ; Aut =Int Le(L), 

8 设 工 为 半 单 纯 ， 证明 ; 工 的 两 个 Borel 子 代数 B，B' 的 交集 总 是 包 
含 工 的 一 个 CSA. [这 一 证 明 不 太 容易 ,以 下 是 -种 可 能 的 途径 : 

Ga) 设 W, N' 分 别 是 忆 如 内 的 寡 零 元 的 理想 ， 关 于 研 的 Kiling 型 ， 
NN 一 B+, 允 一 3 这 里 上 表示 正 交 余 空 间 ， 

Cb) 所 以 B=Ni~(N+(NNN)): = (N+ (BNN)): = NINCBL+ 
N+)=BN(N+B)=N+(BNB'). 

《e) 注意 4=BN B' 包含 它 的 元 素 的 半 单纯 部 分 与 等 零 部 分 . 

《d) 设 卫 是 么 的 极 大 环 丽 子 代数 ， 找 出 40 的 一 个 思 稳 定 的 余 空 
间 4'. 则 4 由 半 单 纯 元 素 构成 .由 于 6/ 是 abelian 的 ，[T4']=0， 连 
使 4=7。 


» 1 » 


(《e) 联合 (b), (d) 可 得 B=N+7T; 于 是 了 是 工 的 极 大 环 面子 代数 .] 
定理 16.4 的 证 明 属于 Wintez[l] (部 分 地 受到 9. D, Mostow 的 启示 ); 也 可 参见 
Barnesf1] . 大 多 数 较 老 的 证 明 都 使 用 解析 方法 (一 仇 或 者 代数 几何 , 见 Bourbai[9 
第 VII 章 ，Chevalley[2], Jacobson [1], Séminaire “Sophus Lie’[1], Serre[2]。 关 
于 自 同 构 群 的 详细 情况 , 可 参考 Jacobson [1], Seligman [1]。 
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第 五 章 存在 定理 


17. 普遍 包 络 代 数 


在 本 节 内 F 可 以 是 任意 域 (除非 男 作 说 明 )， 对 于 F 上 的 每 一 
个 李 代数 工 我 们 将 联系 一 个 带 有 1 的 结合 代数 (一般 是 无 限 维 
的 ), 它 是 在 受 工 内 交换 关系 的 条 件 的 约束 下 , 由 工 尽 可 能 “自由 ” 
地 生成 的 ， 这 一 “普遍 包 络 代数 ”是 表示 论 的 基本 工具 .虽然 它 可 
在 第 一 章 就 被 引入 , 但 我 们 宁肯 把 它 推迟 到 现在 , 这 样 可 以 在 真正 
需要 用 到 它 之 前 ， 避 免 证 明 Poincar6-Birkhoff-Witt 定理 这 一 讨 
厌 的 工作 。 在 此 建议 读者 暂时 忘掉 关于 半 单 纯 李 代数 的 特殊 理 
论 . 


条 .1， 张 量 代 数 和 对 称 代数 


首先 我 们 引入 由 普遍 性 质 所 定义 的 两 个 代数 。( 关 于 进一步 
的 细节 , 可 参看 BS. Laxg 的 < 代数 > 一 书 ,第 16 章 ，) 到 定 F 上 一 个 
有 限 维 的 向 量 空 间 广 ， 设 To ~F， PP- V, TV =VOV, »…, 


Ty -VO -@V (m 个). 定义 &()= 耳 HH?y, 且 引 入 一 个 结合 


乘积 ， 它 由 显然 的 规则 《%1@… om ua@: “Dn) = VO: 
OWwOWO…OwvnETImV .定义 在 入 (7) 的 齐 次 生成 元 土 。 这 使 
交 ( 六 ) 成 为 一 个 带 1 的 结合 阶 化 代数 ， 它 由 1 以 及 VV 的 任 一 基 所 
生成 . 我 们 称 它 为 上 上 的 张 量 代数 , 守 (V) 是 个 生成 元 (n=dim 
及 的 、 按 如 下 意义 理解 的 普遍 结合 代数 :给 出 任 一 个 上 线性 上 映射 
只 了 一 人 是 F 上 带 工 的 结合 代数 ), 则 存在 唯一 的 F-- 代 数 的 局 态 
少 称 (F) 一 33， 使 得 $0 1, 而且 下 面 的 图 可 交换 (~ 包含 
映射 %; 人 

-3。 


TI) 


然后 ， 设 了 是 &(F) 内 由 所 有 w@y 一 y@z(z, yET) 生 成 的 

( 双 侧 ) 理想 ， 且 称 G( 术 ) 一 &() 人 为 六 上 的 对 称 代 数 ，c: 

&(7)->G(F) 是 典范 映射 。 注意 到 的 生成 元 在 TT 内 ， 显然 

了 =(INTT)@(UNV 玉 )@…， 所 以 在 TV =F, 2 了 = 六 (允许 
把 六 等 同 于 (7V) 的 一 个 子 空间 ) 上 ，o 是 内 射 的 , 而 且 S(V) 继 


承 了 &(7) 的 分 阶 , S(V) 一 全 BF， 关于 I 作 商 代数 的 效果 就 


正好 象 使 六 的 元 素 相 互 可 交换 .所 以 对 于 从 六 到 带 1 的 交换 结 
合 F 代 数 内 的 线性 映射 来 说 ， SCV) 是 普遍 的 (在 前 面 提 到 的 意义 
下 )， 此 外 ,车 (%4, …, zr) 是 六 的 任 一 固定 基 , 则 (7) 是 典范 地 
同 构 于 F 上 "个 变量 的 多 项 式 代数 ， 它 的 基 是 由 1 以 及 所 有 的 
zx vit>1,， Ts) <… <i(t)<<n) 所 组 成 , 

读者 容易 验证 ， 即 使 当 六 是 无 限 维 的 时 候 ， 上 述 的 构造 方法 
还 是 可 行 的 , 

为 了 后 面 的 使 用 ($ 23), 在 此 提 一 下 当 charF=0 时 的 一 个 特 
殊 情况 : 对 称 群 Ym 通过 对 张 量 21@…@vm(v,EV) 的 下 标 作 置换 
的 方式 作用 在 Tm" 上 ，ZT"V 内 关于 .Yo 不 变 的 元 素 被 称 为 到 险 
齐 次 对 称 张 和 倒 zxG@o+y@e(2 阶 )， 取 定 玉 的 一 个 基 (zu 

ao)， 于 是 乘积 wm@…@zm(L<t( 人 <m) 给 成 Zey 的 基 , 
对 和 一个 有 取 询 1<iD i < “<i em, 定义 一 个 对 称 
张 且 


二 及 sus(y ace (7) 


(由 于 在 F 内 m!¥0, 让 是 有 二 义 的 ) 这 些 张 量 在 SBwF 内 的 
人 象 是 非 零 的 ; 而 耳 显 然 构 成 那里 的 一 个 基 ， 所 以 张 量 (“) 在 Tm 
内 必定 张 成 TN7T"V 的 余 空间 ， 另 一 方面 , 张 量 (*) 显 然 张 万 了 所 
“TM» 


有 和 阶 对 称 张 量 的 空间 ( 称 它 为 名 CDmJr)， 于 是 可 以 得 出 结 
论 ;o 定义 了 从 Sn" 严 到 Sm 上 的 一 个 问 量 空间 同 构 ， 从 而 也 是 所 
有 对 称 张 量 的 空间 (7V) 到 S(V) 上 的 同 构 .… 


17.2. 11( 世 ) 的 构造 


对 一 个 任意 的 李 代 数 上 (这 里 容许 是 无 限 维 的 , 与 我 们 惯常 的 
约定 不 同 ), 我 们 从 抽象 的 定义 开始 讨论 . .上 的 普遍 包 络 代数 是 一 
个 二 元 组 (1 人, 其 中 以 是 F 上 带 1 的 结合 代数 , i I>11 是 一 个 
线性 映射 ,对 z, yEL, 它 满足 . 1 
i[s, 9)—iz)iy) 一 iDio) (7 
而 且 还 有 以 下 的 性 质 : 对 于 任意 一 个 带 1 的 结合 所 代数 中 以 及 任 
一 满足 (”) 的 线性 映射 ; ->, 存在 唯一 的 代数 同 态 办 tt-> 外 (把 
1 映 成 ,使 得 poi==#. 
: 这 样 的 二 元 组 (M, 作 的 唯一 性 是 很 容易 证 明 的 .如果 给 出 另 
一 个 二 元 组 (加, 纪 , 满足 同样 的 假设 , 就 可 得 到 同 态 办 1-> 风 ， 几 
3->， 由 定义 , 存在 唯一 的 ( 画 虚线 的 ) 映 射 , 使 得 下 图 可 交换 : 


,| 
De 


但 Iu 和 eg 都 起 着 这 一 作用 ,所 以 由 $= 一 fn， 类 似 地 , $o 由 一 1x. 
符合 条 件 的 二 元 组 (U， 色 的 存在 性 也 是 不 难 建立 的 . 设计 (也 ) 
是 上 张 量 代 数 (17. 切 ， 且 令 了 是 多 (Z) 内 由 所 有 的 zy 一 
yOz 一 [wyj (wz, yE 工 ) 生 成 的 双 侧 理想 ， 定义 (DL) 一 守 ( 卫 )/ 7， 
且 令 vw; 完 (IL)->H(I) 是 典范 同 态 ， 注 意 到 J 了 CHT'L， 所 以 «把 
7?L~F 同 构 地 映 入 (ZL) ( 故 1(Z) 至少 包含 纯音 )， 但 天 把 
T1L= 荆 同和 构 地 映 入 UL( 荆 ). 却 不 是 显而易见 的 ， 这 将 在 以 后 证 明 . 
总 之 , 可 以 断言 (U(Z)， 仿 是 荆 的 普遍 包 络 代 数 ; 其 中 公立 >HE( 了 ) 
是 zm 对 工 的 限制 ,实际 上 , 设 j; Lr 站 胡同 定 义 申 所 述 ; 由 完 ( 荆 ) 
ea 115% 


的 普遍 性 可 得 一 个 代数 同 态 由: 驳 (Z) 一 外 ， 它 扩张 了 了 且 将 卫 映 
成 1 由 于 了 的 特殊 人 性质 (*), 迫使 所 有 的 zxQy 一 9G@z- [z 明 位 于 
Ker $' 内 所 以 四 诱导 出 一 个 同 态 内 1(Z)->96 使 得 bei 一 了 
$8 的 唯一 性 是 显然 的 , 这 是 因为 工 和 Im ti 一 起 生成 了 (Z). 

例 设 工 是 Abel 的 , 则 理想 J 由 所 有 的 dy-y@z 生成 
因而 与 (17 .1) 内 引入 的 理想 了 重合 ， 这 意味 着 共 ( 五 } 汗 对 称 代 数 
名 ( 功 重 合 ， (特别 要 指出 揭 是 , 记 HZ 在 这 里 是 内 身 ) 


17. 38. PBW 定理 及 其 推论 


到 目前 为 止 , 我 们 对 Hi(Z) 的 结构 知道 得 还 很 少 , 只 知道 它 包 
含有 纯 量 ， 为 了 简短 起 见 ， 记 和 = 交 (L), ~@(L), =) 
类 似 地 ， 使 用 T" 与 Sm 代替 7" 与 Sm， 定义 完 上 的 滤 过 为 ， 
Tm=7IOT1@O.…@T"， 且 设 Un 一 wTm)， Ui = 0， 很 清楚 ， 
UiUsCUnsg, UnCUm4i4， 置 Gm 一 Um/Uw_1 (这 只 是 一 个 向 量 空 
间 )， 且 以 并 内 的 乘法 定义 一 个 双 线 性 映射 Gnx Go_>Gm+s (这 
一 映射 是 有 定义 的 ， 考 虞 ， 为 什么 ?) 它 可 扩张 为 一 个 双 线性 映射 
Gxg@>G，G-~ 卫 G", 使 儿 戌 为 一 个 带 1 的 阶 化 结合 代数 . 

由 于 zw 把 Tm 映 入 Um, 所 以 复合 线性 映射 pm Zr->U >Gm= 

Um/Um-1 是 有 意义 的 ， 因 为 z (Tm 一 Tm_i) =Um 一 Un 故 它 是 满 
射 的 、 由 映射 加 联 立 起 来 就 得 到 一 个 线性 映射 办 完 >@， 它 是 汪 
射 的 ( 且 将 1 映 成 1). 

引 理 $$; 完 >@ 是 一 个 代数 同 态 ， 此 外 ， D> =0, 所 以 ;所 以 外话 
导 了 从 S~R/I 到 名 上 的 一 个 同 态 %. 

证 设 cEZm, yET? 是 齐 次 张 量 ， 根 据 @ 内 乘积 的 定义 
四 (vy) 一 (2)$(y)， 所 以 8$ 在 完 上 是 乘法 的 ， 设 x@y 一 y@z(w, 
yED) 是 了 的 典型 生 威 元 ， 则 由 定义 ,xm(w@y 一 y@z) EU;， 另 一 
方面 ，w(w@y 一 y@%) = rw([oy]) ED， 所 以 p(w@y 一 yz) E 
UU,=0. 从 而 ICKerg. 重 

以 下 的 定理 是 关于 U(Z) 的 基本 结果 . 。 它 (或 它 的 推论 0) 
» 1i6。 


称 为 Poinearé-Birkhoff-Witt 定理 (或 简称 PBW 定理 )。 证明 
将 在 (17. 沁 给 出 . 

定理 同 态 o; G->@ 是 一 个 代数 同 构 . 

推论 人 A 设 瑟 是 TV" 的 一 个 子 空间 ， 假 设 典 范 映射 T"->5" 
把 本 同 构 地 映 到 Se 上, 则 zw(W) 是 Um-1 在 Us 内 的 信守 网 

证 考虑 下 图 (所 有 映射 都 是 典范 的 ): 


一人， . 
入 


由 于 前 面 的 引 理 (及 定义 ), 这 是 一 个 交换 图 ， 因 为 w，G-~>G@ 是 一 
个 同 构 (所 定理 ), 所 以 底下 的 映射 把 玉 CT” 同 构 地 映 到 Gm 上 
回复 到 顶 上 的 映射 ,我 们 就 得 到 此 推论 ， 绰 

推论 马 典范 映射 Te 长 风 身 因 两 取 可 等 风 于 
iL)). 

证 这 是 推论 A 的 特殊 情况 W=7Ti(=D).B 

我 们 已 允许 工 是 无 限 维 的 ， 实 际 上 , 当 荆 具有 可 数 基底 的 情 
形 是 适合 于 我 们 的 意图 的 . 

推论 C 设 (ww，wz，zs,，…) 是 工 的 任 一 有 序 基 ， 则 元 素 
ih im mm Wy OO Om)), ME D+, t(D) Ss) < i, 
再 添上 二 就 构成 了 (ZL) 的 一 个 其 、， 

证 设 矿 是 42 的 子 空间 ， 它 由 所 有 的 zx 办 …Q@mwo， 
国安 2 穴 …< 光 2) 所 张 成 显然 环 同 构 地 有 上映 到 Sm" 上 ,所 以 
推论 入 说 明了 mw( 印 ) 是 Um-i 在 Uw 内 的 余 空 间 . 和 外 

象 刚才 构造 的 世 ( 工 ) 的 那样 形式 的 基 简 称 为 PBW 基 . . 

推论 D 设 五 是 工 的 子 代数 ， 者 且 扣 队 的 一 个 有 度 基 
Ca je 扩张 为 五 的 有 序 基 (加 ;…， 各， …)，。 则 由 内 射 五 -> 
L>U( 卫 ) 所 诱导 的 辐 态 TRYTTTTT 并 且 (DD) 是 
一 个 自由 (万 )- 模 ， 


Sm 


im)， 再 涨 上 工 所 组 成 的 自由 基 。 

证 这 些 结论 可 由 推论 0 立即 得 出 是 

为 了 后 面 的 使 用 , 注意 以 下 的 特殊 事实 ，: 

推论 五 设 charF=0， 利 用 (17.1) 的 记号 , 典范 映射 的 复合 
映射 ; ,SnT->S“7 3Um 是 从 9"L 到 Um: 在 Un 内 一 个 余 空间 于 
的 (线性 ) 同 构 . | 

证 使 用 推论 A, 取 WS". 和 目 


17.4. PBW 定理 的 证 明 


取 定 荆 的 一 个 有 序 基 (z; 和 EQ)， 这 一 选择 把 等 同 于 不 定 
元 (XE9) 的 多 项 式 代数 ,对 于 每 一 个 指标 的 序列 一 (Xa,…, Xm) 
(m 称 为 的 长 ) 令 z3=ze…2, ESm, 以 及 ws 一 vO 的 2 ET" 
如 果 对 于 的 给 定 的 序 , 有 为 区 jaS…<jo 则 称 吕 兹 递增 的 ; 规 
定 纪 空 集 ) 是 递增 的 ， 且 so 一 工 所 以 is| 了 递增 } 是 名 的 一 个 基 . 
与 分 阶 一 了 IS” 相关 联 的 滤 过 是 5% 一 S°@…@Sm， 在 以 下 的 引 
理 内 , 车 对 所 有 的 jwE3, 有 入 <, 则 记 和 <3. 

引 理 A 对 条 一个 wwS 2 存在 只 二 一 的 级 攻 虹 寺 je 8 一 
信 , 它 满足 . 

(Am) jn(oxGQzs) = 一 2bz 对 和 2， ES, 

Bo) frrs) -azzESu 对 km, zs EB. 

(Oo fn(viOfn (T0327)) = fn aah mr)) + ff 人 
@xm， 对 所 有 的 和 ES 

此 外 ,fo 在 在 人 OSm_1 工 的 限制 与 六 ， 重合 . ， 

证 注意 到 吴 要 (B,) 补 证明,. 则 (Os) 内 的 各 个 项 就 都 有 意义 
了 .再 注意 到 户 在 OOS-1 上 的 限制 自动 地 满足 (4w-1), (Bm_1)， 
(Om-1)， 故 由 唯一 性 的 论断 ， 这 一 限制 喘 射 必定 与 /1 重合 ， 为 
了 验证 f 的 存在 性 与 唯一 性 ， 对 mw 施行 归纳 法 ， 当 ~0， 只 有 
2 一 二 出 现 ， 所 以 可 令 JozGCI) 一 入 ( 且 可 线性 地 扩张 到 LS0). 
显然 (40), (Do)， 《是 溥 是 的 比 外 ; 放贷 胃 对 六 的 议政 是 
唯一 可 能 的 到 法 ,- Os 
* 218*» 


假定 存在 唯一 的 fm-1 满足 (4w-1)，(Bm-1), (Cm-1)。 下 面 说 
明 如 何 把 f-1 扩张 为 映射 fn， 为 此 只 要 当 了 是 长 为 m 的 递增 序 
列 时 , 定义 .fm (exGCozs) 就 够 了 

对 于 和 <3 的 情形 , 除非 定义 fm(w,@zz) = zzz 否则 (4m) 就 不 
能 成 立 ， 当 和 所 2 不 成 立时 ，2 内 第 一 个 指标 必须 要 严格 小 于 
入 所 以 2=(p, 了 ), 这 里 jp<T, 且 了 的 长 是 mw 一 1， 由 于 (hwm-1)， 
Zs =— Zr = fm-1(Th, O27). 因为 WT, fm (tur) 一 %2r 已 被 定义 
了 ， 所 以 (Om) 的 左边 变 成 fm(z@zz)， 另 一 方面 ，(Bm-1) 意 味 着 
fm (cxCoxr) = = fn-1 (26027) = (mod Sm-1)。 这 说 有 明 (O,，) 的 有 边 
已 经 定义 为 . | 

2x2x27 fm-1 (%,Y) +f m1( [ws%,] gr) ,YE Sm_1. 

以 上 论述 说 明 fm 能 够 被 定义 , 而且 只 有 一 种 方法 定义 ， 另 外 
(4m) 和 (B) 显 然 成 立 . 当 p<N, p<T 时 ， (Ow) 也 成 立 . 但 是 
[wv] = 一 [v84]， 所 以 当 入 <4 和 <T 时 , (Om) 也 成 立 ， 当 = 
时 , (Om) 也 正确 ， 剩 下 的 就 是 考虑 既 非 和 <7T, 又 非 w<? 的 情形 . 
记 了 =(v, 轨 ), 这 里 vy 所 多 , v< 和 A v<jp， 为 了 对 记号 加 以 控制 ， 
当 wEL, zE€ 6m 时 ,把 fn(w69x) 简 写 为 zz. 

归纳 法 假设 保证 了 wsr 一 和 (2ose) 一 (outp) 十 [zuzo]sw, 且 由 
于 (DB。-:)， Woe Zp wwWESn-). 因为 > 委 友 ， 2< AN， 故 (Cn) 
已 可 用 于 zx(zv《zwze))， 由 归纳 假设 , (Cn) 也 可 用 于 ww kz), 从 而 
也 可 用 于 ACACH ODN 因而 : 

wa (px) = (v(x)) + [vr] (zusw) 

十 [zuzo] (zaze) ALS A (”) 

回想 一 下 , 在 这 一 段 论证 中 , 入 入 是 可 交换 的 。 如 果 在 (*》 

中 把 它们 交换 一 下 ， 然 后 把 所 得 的 等 式 相 减 ， 即 可 得 到 ( 利 用 
Jacobi 等 式 )， 

区 
十 [zxEeooo]xe 一 Exsfwujsy 
EA EA 
eg vv 


+ [wo [zz]]ze 
EZ (wuz8) 十 ( [2, [zxzo]] 
十 [wx[zuo]] 十 [zfzuz])s= [oat]. 


这 就 证 明了 (Om), 从 而 得 到 了 引 理 .. 目 

引 理 B 存在 一 个 表示 p: >81(S), 满足 

(2) pts)rs = 对 入 S3. 

Cb) p(wx)2z 二 zzs《modSm), 车 的 长 是 mn. . 

证 引 理 A 容许 定义 一 个 线性 映射 六 TOQE->G， 它 对 所 有 
的 多 满足 《4m)， (B,), (Om) (由 于 唯一 性 ， fm 限制 于 LS-1 是 
fm-1)， 也 就 是 说 ,S 成 为 一 个 三 模 ( 条 件 (Om)), 它 提 供 了 一 个 表 
示 p, 由 于 (4m) 和 (Bm), p 满足 (a), (bp). 上 | | 
” 引 理 C 设 iETn 几 J(J Kerm, mx%-> 蕊 是 典范 映射 )， 则 
t 的 m 次 齐 次 分 量 如 落 在 IT( 典 范 映射 完 > 的 核 ) 内 . 

证 把 如 写成 基 元 素 zzw(l1<i<r7) 的 线性 组 合 ,每 一 2( 引 的 
长 为 m。 根 据 立 的 普遍 性 ， 引 理 B 构造 的 李 同 态 p， 万 >gI(G6) 可 
扩张 成 一 个 代数 同 态 (也 称 为 p) 和 时 >End 人 6， 且 JCKerp。 所 以 
P(t) 一 0。， 但 是 pC) ,1 是 一 个 多 项 式 , 由 引 理 B, 它 的 最 高 次 项 是 
se(T<i<7) 的 适当 组 合 ， 所 以 zam 的 这 一 组 合 在 人 内 为 0， 从 
而 正如 所 让 求 的 , ;EI, 证 毕 . 目 

PBW 定理 的 证 明 设 iET"m，wr， 完 >1 是 典范 映射 , 在 此 必 
须 证 明 w(t) EUm-;i 意味 着 iEI， 但 i€ETm, w(t) EU 会 在 一 
起 意味 着 (急症 m( 纪 对 某 一 妃 E 和 wa 成 立 ,所 以 1-#EJ， 应 用 
引得 0 于 张 量 # ET Ny, 由 于 m 次 齐 次 分 量 是 从 而 得 到 
i€EIT. 匡 ”| 


17.5. 自由 李 代 数 


读者 可 能 热 悉 利用 生成 元 和 关系 式 移 造 群 的 方法 。 在 此 将 使 
用 与 $18 的 方法 来 构造 学 单纯 李 代表 为 此 ， 需 要 自由 李 
代数 的 概念 ， 


» 120 。 


设 工 是 由 集合 全 生成 的 F 上 的 李 代数 ， 若 给 出 了 从 了 于 到 李 
代数 M 内 的 任 一 个 蜡 射 9$, 必 存 在 唯一 的 同 态 水 >MH, 它 扩 
张 了 风 则 称 工 是 在 于 上 的 自由 李 代 数 . 读 者 易 验 证 这 样 一 个 
代数 工 的 唯一 性 (可 以 差 一 个 唯一 的 同 构 )， 至 于 它 的 存在 性 , 可 
从 以 王 作 为 基 的 向 量 空间 六 出 发 ， 构 成 张 量 代数 完 (V) (通过 方 
括号 运算 看 作为 一 个 李 代数 )， 且 令 工 是 由 生成 的 完 (V) 的 李 
子 代数 , 当 给 出 任 一 映射 $p. 入 -> 后 , 4 首先 被 扩张 成 为 一 个 线 
性 映射 ->MCUCM)， 然 后 (典范 地 ) 扩 张 为 一 个 结合 代数 同 大 
(V)>U(M)， 或 一 个 李 代数 同 态 ( 它 限制 于 工 正 是 所 期 望 的 
清二 >21, 因为 由 把 生成 元 互 映 入 和)。 - 

在 此 要 提 一 下 ; 若 工 在 集合 并 上 是 自由 的 , 则 一 个 向 量 空间 
六 可 被 赋予 一 个 荆 - 模 结构 ， 这 只 要 对 每 个 ET 指定 李 代 数 
8I《7) 的 一 个 元 素 , 并 且 典 范 地 扩张 . 

最 后 ,车 荆 是 在 瑟 上 自由 的 ,请 是 由 元 素 户 (7 取 饥 某 一 指标 
集 ) 生 成 的 工 的 理想 ， 则 称 L/ 有 是 带 有 生成 元 wm 与 关系 式 fj=0 
的 李 代数 (这 里 wm 是 互 的 元 素 在 I/R 内 的 象 ). 

练 习 
1. 证 明 ， 著 dim 工 < c, 则 1(Z) 没 有 零 因子 - [过 利用 结合 阶 化 代 
数 @ 同 构 于 多 项 式 代 数 这 一 事实 .] 
2. 设 工 是 2 维 非 Abel 李 代 数 (1.4)， [Lew] 一 0。 直接 证 明 2 忆 -> 世 (也 ) 
是 内 射 的 ( 即 了 NIL=0)、 
3. 若 %EL, 通 过 定义 ad z(y) wy-yz(yEU(L)) 把 adz 扩 张 为 了 (CZ) 
的 一 个 自 司 态 ， 如 果 dim 工 < =， 证明 I(Z) 的 每 一 元 素 落 在 一 个 有 限 维 矿 


子 模 内 ，[ 若 2 zu …， zwEZ 验证 adz(zrzn) = ad ee).mn. ] 


4. 设 工 是 集 习 上 的 自由 李 代 数 , 证 明 1(Z) 同 构 于 以 巴 为 基 的 向 量 空 
间 上 的 张 量 代数 . 

5. 描述 集合 工 ~ fj 上 的 自由 李 代数 , 

6，PBW 定理 怎样 被 用 来 构造 自由 李 代数 ? 

[附注 四 " 

对 PBW 定理 的 处 理 是 遵照 Bourbaki[1J， 另 一 种 方 臣 证 见 Jaodbspa[1ys . 


wd131 。 


18， 生 成 元 和 关系 式 


现在 回 到 对 特征 数 9 的 代数 团 域 F 上 的 半 单纯 李 代数 工 的 研 
究 ， 目 的 是 使 用 仅 与 根系 灾 有 关 的 生成 光 稻 关系 式 玉 措 述 工 “从 
而 证 明 以 二 为 根系 的 半 单纯 李 代数 的 存在 性 与 唯一 性 ，. 在 这 王 
节 内 , 与 一 般 的 约定 不 同 , 李 代 数 可 以 是 无 限 维 的 . 


18.1. 被 五 满足 的 关系 式 : 

设 工 是 六 单纯 李 代 数 ， 五 是 CSA, 宙 是 相应 的 根系 ， 4= 
{oa …， 叫 是 一 个 固定 的 基 , 回想 起 《os, w>=2(ao q)/ (oy a) = 
ou (hy) (hy = he), 取 定 一 -个 标准 生成 元 集 m€ La, YE La .使 得 
[x] = hb, 

命题 ”使 用 上 述 记 号 ， 荆 由 {a go 加 |1<5<< 办 上 成 ， 且 这 申 且 这 些 
生成 元 至 少 满足 以 下 关系 式 ， ， 

(81) [hb] =0 (ei jeD). 

(S2) [wg] 一 A [wgyj] 一 0 车 5 关 j 

(S8) [hwi] = Kay, op%, [hyys] = 一 《ob a yy, 

(8% (ad ot) -tl(g) = 0 GE). 

(S5) (ad ob) -eeocott(o) =0 (i). 

”证 ` 命题 14.2 意味 着 工 已 由 % 和 纪 所 生成 ， 关 系 式 (8S1) 
是 显然 的 , 至 于 (82), 当 jj 时 ,mw 一 gy ( 引 理 10.1). (58) 是 
显然 的 . 现在 沽 潜 (88) (由 对 称 性 即 能 得 到 (55))， 由 于 i 
一 om 不 是 根 ， 获 经 过 oj 的 or- 链 是 0 十 m4， ,0 十 gmx， 这 里 
一 9= 《my om》 (参见 (9.4) 或 命题 3. 4(@))” 因为 电 坟 把 oj 逐次 
喘 入 粮 空 间 十 om, oy 十 20m，…; 即 可 推 得 (65)， 目 

注意 : 命题 里 的 关系 式 所 涉及 到 的 常数 仅 与 根系 有 关 ， Serre 
发 现 这 些 关 系 式 构 成 了 工 的 定义 关系 式 的 完全 集合 (下面 的 定理 
18.8)， 作 为 证 明 Serre 定理 的 第 一 步 ， 下 面 验 看 仅 由 (8 切 一 (S3) 
所 定义 的 李 代 孝 《可 能 是 无 限 维 ) 。 fi 
,122 。 


4 


18.2，(S1) ~ (S3) 的 推论 


固定 一 个 根系 多 以 及 基 4== {o … 叫 ， 把 Cartan 整数 
《as, oy》 简 记 为 cy， 我 们 从 31 个 生成 元 { 信 , 加 色 |1<i<<} 的 自由 
李 代 数 荆 ( 见 (17.4)) 开 始 讨论 ， 设 让 是 了 内 的 理想 , 它 由 以 下 元 
素 生成 : [hb] [E891] 一 6b，[RE] 一 0B;，[h] 十 on21， 时 Lo= 
/人 廊 ， 且 设 mw % 有 是 生成 元 在 I 内 的 相应 的 象 (一 般 说 来 ， 
dim Lo= ce, ) 
Z 带 给 我 们 的 困难 是 它 被 定义 得 太 抽象 就 目前 我 们 所 知 
它 可 能 是 平凡 的 )， 为 了 具体 地 研究 Zo， 需 要 构造 它 的 合适 的 表 
示 . 下 述 的 构造 法 是 在 第 六 章 内 将 起 重要 作用 的 构造 法 的 原型 ， 
所 以 要 求 读者 仔细 地 看 下 面 的 论证 . 
如 则 在 (47 .下 中 所 指出 的 ， 构 造 一 个 了 模 是 不 存在 问题 的 : 
只 要 给 31 个 生成 元 中 的 每 一 个 指定 一 个 线性 变换 与 之 对 应 即 可 . 
设 三 是 以 (oo …, wm) 为 基 的 向 量 空 间 上 的 张 量 代数 (= 自由 结合 
代数 ); 但 忽略 六 内 药 乘 积 ， 为 了 简便 起 见 , 把 内 @…G@ou 简写 
为 办 …w。 这 些 张 量 ( 再 添上 了 构成 FE 上 的 基 ， 接 下 去 ， 再 如 
下 定义 六 的 自 同 态 ， 
1=0 
人 人 op 一 《co 二 “+ ow) ‘0 
人 人 
YD = VV Vs, 
vy.l =0= js 
| Bj Ve (一人 (co 二 二 ou) VD, 
这 些 生成 元 的 作用 可 (唯一 地 ) 扩张 到 请 ， 导 致 一 个 表示 多 > 
gI(7). 
命题 设 太 o=Kerg, 则 六 CC 售 。 即 多 通 过 Ze 作 分 解 , 使 
成 为 Zo- 模 ， 
证 首先 , 包 对 角 地 作用 在 六 上 (关于 六 的 到 定 的 基 )， 鹿 久 
分 (A 和 PC 忆 可 交换 ， 即 Eh] E 食 0.: 另 二 方面 , 外 (9D 只 是 用 久 
$43. 


作 左 乘 法 ，( 只 用 的 作用 比较 复杂 .) 
在 公式 内 置 J= 吉 则 得 到 例 办 oo 同一 办 站 to 
一 38(0ou 十 十 ceooi .4 一 Snpion eu。 又， (G0, 910 
duh. 1，。 所 以 ， [2 四] 一 —6uh ER 0. 
接着 ， (pb 一 Wy i) .I = .vj= ow; = 一 of 类 似 地 ， 
(hi— DB) Va hvydu et COus+ "7 Ou) ViVi Ve 
: hd — O84.Va "Vi, 
所 以 , [0 on E Ko. 
为 了 下 一 步 的 证 明 , 作 以 下 的 准备 : 
A 一 (Oi "040 — O04) By.Vi* "Ve,. .(*) 
对 # 运用 归纳 法 加 以 证 明 。 当 t=0 时 (根据 约定 , 2679V4 一 1), 两 
边 都 是 0。 归纳 法 假设 是 说 各 0。…ww 是 启 的 特征 向 量 , 特征 导 是 
一 (cm 十 … 十 ou 一 0)。 在 这 特征 向 量 的 左边 乘 以 w, 就 得 到 太 的 
另 一 特征 向 量 ， 其 特 征 值 是 一 (ou 十 … 十 ou 一 00。 由 此 即 可 
得 ()， 
使 用 (9) 计算 G8, — Zh)1 = 0, (hy — Dh) .va 
《一 (ou 士 … 十 ou 一 90 + (Om 二 O50) ) 人 By. VV = OF Vh 
以 [h$] 一 on61E€ 以 最终 即 得 让 CC 午 
定理 ”给 定 一 个 以 {m,…, 只 为 基 的 根系 于 设 是 带 有 生 
成 元 {ww 名 [ls 人 以 及 关系 式 (S1) 改 (53) 的 李 代 数 ， 则 及 
是 Lo 的 5 维 abelian 子 代 数 互 的 一 个 基 , 且 Lo= 了 十 且 十 子 
( 子 空间 的 直 和 )， 这 里 了 (以 及 及) 是 由 (或 0 生成 的 的 于 
代数 ， 
证 分 几 步 进行 ， 利 用 上 面 构造 的 表示 内 Loa ): 车 z% 
是 5EL 在 I 内 的 象 ， 则 $e) =$(2). 


(GD ZFhNEKer$-0. 若 有 = Doh, BA 0, 则 (及 的 
特征 人 -3 qjoy(1<i<D) 全 为 0 但 的 Cartan 矩阵 (oy) 是 非 
奇异 的 , 这 迫使 所 有 qj=0, 即 关 =0。 : 


(2) .类型 黄 射 全 >To 同 构 地 把 忆 i 到 Fh 这 从 (DD 


sil24: 


立即 可 得 . 

(3) 卫 的 子 空间 忆 [ 包 二 己 [ 思 十 区 及 同 鬼 地 冉 入 Jo， 固定 
包 关 系 式 (S1) ~ (38) 包 含有 : [zw 的 一 局 [Tod =2zo [= 一 2 
所 以 Fm 十 Fy 十 Fh 是 81(2, fF) 的 同 态 象 ， 但 后 者 是 单纯 的 ， 且 
妈 天 0 第 (2) 步 ), 因此 Fw 十 Fy; 十 Fh 必须 同 构 于 31(2, F)， 现 在 集 
合 {zp 9 及 |1L<7s 颖 是 线性 无 关 的 , 这 是 因为 它 的 元 素 非 零 且 满 
足 关 系 式 (81)~ (4S8) (比较 ad 必 的 特征 值 )， 这 就 证 明了 (3). 

(4) 吾 = 袜 Fr 是 Zoo 的 ?1 维 abelian 也 ian 子 代数 . 这 从 (2) 和 关 
系 式 (S1) 可 得 出 ， 

(5) 车 [wa*… "pe 表示 [zs [op [wo ge] ]， 则 [hy [ra] ] = 
(0 十 … 十 04y) [zc ， 且 用 代替 2 一 05 代替 06; 时 ， 也 可 得 
到 类 似 结果 .对 于 1 一 1， 这 就 是 (S88)， 对 于 一 般 的 情形 ， 使 用 
Jaoobi 等 式 以 及 归纳 法 即 可 得 到 ， 

(6) 车 t>2, 则 [yy[w。…z]] 及 ,对 了 也 有 类 似 结果 ， 由 关 
系 式 4082)，[yA] = 一 6yh， 从 而 t=2 的 情形 可 从 Jacobi 等 式 和 
(S83) 立即 得 到 .很 易 对 t 施行 归纳 法 以 完成 论证 ， 

(7) 了 + 吾 十 对 是 的 子 代数 ， 所 以 与 1 重合， 从 (4)， 
《5)，(6) 即 可 得 出 玫 十 豆 十 下 是 一 个 子 代数 ， 但 了 十 豆 十 下 包 
含有 Zo 的 生成 元 集合 , 所 以 它 与 Lo 重合. 

(8) Lo= 了 十 瑟 十 于 是 直 和 ， 实际 上 ，(5) 说 明了 怎样 把 Lo 
分 解 成 ad 五 的 特征 子 空 间 ， 从 而 可 得 分 解 的 直 和 性 质 (参看 中 ， 
(2)). 

利用 “ 权 ” (使 用 § 20 的 语言 ) 来 描述 分 解 Lo 了 十 吾 十 对 是 
方便 的 、 对 于 AEH?， 令 (Lo), {EIol [hf] = 和 (pt 对 所 有 
hE 及 }、 上 面 定理 的 证 明 已 显示 了 五 = (Lo)o, 此 外 ,使 (Fo): 拓 0 


的 仅 有 的 非 零 入 是 形 如 和 总 hau(hE2) 的 ， 且 所 有 >0 ( 记 作 
人 0) 或 所 有 <0 ( 记 作 X<0)， 此 时 有 工 ~ 思 (ov 了 - 
如 (0) 
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18.3. Serre 定理 


在 (18.2) 中 研究 了 仅 由 (S1)~ (S3) 确定 的 李 代 数 Lo 的 结 
构 .现在 要 问 , 如 果 再 加 上 人 “有限 性 ”条 件 一 一 (18.1) 的 (6), (S35) 
后 , 会 发 生 什么 情况 ?站 xy= (ad wo) ti(wy)， y= (ad Yi) my) 
(sP 让 ，( 这 些 都 是 Zo 的 元 素 .) 

引 理 . 在 (18.2) 的 代数 Lo 内 ， 对 每 个 这 有 add 一 0 一 0 
(1<k<D). 

证 情形 (a); x*i。 则 [owyd 0《 由 (S2)), 所 以 ad mw 和 adgy 
可 交换 于 是 ad ml(ga) 一 (ad 9) “wtiad mr(oj)， 若 类 一 少 则 成 为 
(ad gy) (0)， 但 由 (8S3)，ady() 0， 如 虹 是 非 零 的 ， 则 
cn 也 非 零 ( 且 是 负 的 ， 因 为 i 站 所 以 一 on 十 412， 全 而 
(ad 0) -ti( 思 )==0， 若 此 关 7, 则 [wwyy] =0CS2)， 因 而 可 得 同样 论 
断 ， 

情形 (b)， kt。 回忆 在 定理 18.2 的 证 明 中 ， 六 = 王 Fw 十 F% 十 及 
是 Lo 的 子 代数 ， 同 构 于 引 (2, F). 因此 关于 5 在 ,Lo 上 的 伴随 作 
用 , 我 们 知道 得 相当 多 ， 虽 然 (一 般 说 来 ) 是 无 限 维 的 , $7 中 使 
用 的 某 些 推理 还 是 可 移 用 到 目前 的 情况 。 特 别 是 因为 了 zi 时， 
有 [zyi] 一 0, 所 以 纺 是 关于 有 8 的 '“ 极 大 向 量 ” 其 相应 的 “ 权 ” 
是 mw= 一 6n (因为 Bo = 一 o%0。， 对 二 施 行 归纳 法 即 可 证 
ad wad yo) (Y) =t(m—i+1) (ad yy) (yy). 所 以 当 t= 一 okt+1 
时 , 右边 是 0 是 

在 叙述 Serre 定理 之 前 ， 先 提 一 个 有 用 的 构造 : 设 x ,是 无 限 
维 向 量 空间 六 的 自 同 态 ， 如 果 六 的 每 一 个 元 素 都 被 z 的 充分 大 
的 者 所 零 化 , 则 称 x 是 局 部 署 堆 的， 此 时 % 在 六 的 每 一 个 有 限 维 
子 空间 太 上 是 吞 零 的 ,所 以 exp(w|w) 是 有 意义 的 , 显然 exp(z|w) 
与 exp(%|w) 在 玉 几 W' 上 是 一 致 的 , 因而 可 把 这 些 映射 拼 在 一 起 
以 得 到 六 的 一 个 自 同 构 “exp”. 

定理 (Serre) 取 定 一 个 以 4= {a ….， m0 为 基 的 根系 外， 设 
也 是 由 81 个 元 素 {z， J h|1<i<} 所 生成 的 李 代数 ， 直 约束 学 
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人 了 辐 丰 下 册 鸭 人 Ta (D3) bt 0 动 基 疙 二 二 修 人 有 


限 维 ) 半 单纯 李 代 数 , 具有 如 张 成 的 CSA 以 及 相 这 的 根系 $, 

证 分 上 几 步 进行 。 册 定义 ,， 上 ~Lo/ 玉 ,， Jo 如同 (18.2) 里 的 一 
样 , 且 下 是 由 所 有 的 ww, ys(i 尖 站 生成 的 理想 ， 为 了 避免 记号 上 
引起 疑问 ， 首 先 在 Lo 内 工作 ， 设 了 (或 者 四 是 由 所 有 ww( 或 ys) 
生成 的 于 (或 了 ) 的 理想 ，( 所 以 下 包含 1, J.) 

(D 工 和 了 是 Zo 的 理想 。 只 要 考虑 J 了 就 够 了 (对 工 的 论证 
是 类 似 的 )， 一 方面 , yy 是 ad 和 (sz<D 的 一 个 特征 向 量 , 其 特 
征 值 为 o%+ (on 一 1)om， 由 于 adh( 了 )CY， 从 Jacobi 等 式 可 得 
ad 及 (J)CJI， 另 一 方面 , 据 上 述 引 理 ad ww(yy) 0， 显 然 , ad o% 
把 了 了 映 入 了 + 瑟 ( 见 (18.2))， 将 上 述 性 质 和 Jaoobi 等 式 联系 起 
来 , 再 加 上 ad jz(7) CI， 则 得 到 ad zw(J)CJ， 最 后 ,再 一 次 由 
Jacobi 等 式 , 得 ad Lo(J) CJ (因为 zp, Yr 生成 了 Io). 

(8) 玉 ~I+J， 由 定义 ，I4+JCK， 但 I+J 是 的 理 构 
(由 (也 ), 且 包含 所 有 的 vy, go, 而 下 又 是 这 样 的 最 小 理想. 

(8) 了 =N- 十 是 十 入 ( 子 空 间 的 直 和 )， 这 里 和 N-= 了 /J, N= 
下 /7 而且 瑟 等 同 于 它 在 典范 映射 Jo->L 下 的 象 ， 利 用 (2) 以 及 
直 和 分 解 Lo 了 十 瑟 十 对 ( 定 理 18.2). 

(4) 呈 Fa 十 对 Fh 十 及 Fy; 同 构 地 映 入 L， 因 为 五 同 构 地 映 
入 工 (由 上 述 的 (8))， 故 可 按照 定理 18.2 的 证 明 中 的 (3) 同样 处 
理 . 所 以 可 把 w， go 及 看 成 工 的 元 素 ( 并 且 它 们 生成 了 荆 ). 

(5) 若 和 ERH', 令 也 ={ 人 2EL|[hw] ~=Mh)w 对 所 有 的 hEH)}. 
则 五 ~J%, 娘 = 加 了 ,NW- 一 也 工 ( 参 看 (18.2) 末 尾 的 陈述 ), 且 每 


二 企及 是 有 限 维 的 ， 由 于 (3)，(4, 这 是 显然 的 . 

(6) 对 于 1<iSh adww 和 ady 是 上 的 局 部 短 零 自 同 态 ， 
只 要 对 固定 的 色 考察 ad x 就 够 了 (根据 对 称 性 )， 设 用 是 由 工 
内 所 有 被 ad wm 的 某 一 乘客 所 零 化 的 元 素 组 成 的 子 空间 , 若 =E NM 
(或 9E21) 被 (ad oo)" 或 (ad oz09 堆 化 , 则 [oz 轨 被 (ad or 零 化 (到 
引 理 15. 芒 ， 故 1 实 际 上 是 荆 的 子 代数 ， 但 所 有 的 %E 如 (由 关 
系 式 (58)) 及 所 有 的 YEM( 由 (S2)，(S8)) 生 咸 了 KL， 因而 得 
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以 = 工 ,这 正 是 所 要 证 明 的 . 

(7T) w=exp(ad w)exp(ad(~y jD)exp(ed oD) (对 1<i<D 是 了 
的 一 个 自 同 构 ， 这 一 点 从 (6) 和 本 定理 前 西 的 一 段 陈述 归 可 得 
出 ， 

(8) 车 和 1EH', 上 且 oA=p (eoEW, 5 的 We 可， 区 
dim 二 一 dim 区 ， 只 要 对 当 o=o 是 一 个 单反 射 时 ， 加 以 证 明 就 
够 了 [因为 它们 生成 了 (定理 10.8(4))]. 按 (7) 构 造 的 五 的 自 
同 构 在 有 限 维 空间 + 上 与 指数 映射 的 通常 的 习 积 相 重 

， 且 我 们 可 以 断定 (如 同 (7. 2) 的 最 后 一 部 分 ): 交换 了 荆 与 
从 而 更 有 dim ,= dim 万 

(9) 对 leisel, 有 dim Ls=1, 而 对 整数 天 xz0， 1， 一 工 则 省 
x=0， 这 对 Zo 是 显然 的 , 由 于 (入 ;对 证 也 是 正确 的 、 

(10) 车 gE 则 dim 一 1, 但 对 #0,1, 一 1 则 有 五 .= 人 
因为 每 一 个 根 都 是 xp- - 共 亏 于 一 个 素 根 (定理 10.3(e)); 所 以 这 
可 从 (8), (9) 得 出 . 

(11) 车 五 0, 则 或 有 和 EF, 或 有 和 =0， 否 则 入 是 素 根 的 整 
组 合 ， 带 有 同样 符号 的 系数 ( 且 不 全 为 0)， 由 于 (10), 不 是 任何 
根 的 倍数 ， 练 习 10.10 证 明了 和 的 某 一 个 W-- 共 二 元 oN 具有 了 严 
格 正 及 严格 负 的 系数 . 这 意味 着 Lr~0( 见 (5)), 与 (8) 的 结论 相 
矛盾 、 

(12) dg 由 于 (四 ,这 可 从 (10), (11) 得 
到 . 

《18) 工 是 半 单 纯 的 ， 设 4 是 天 的 Abel 理 想 ， 我们 证 明 
4=0， 由 于 ad 如 使 4 不 变 4= G4n 百 )+ 忆 (4nZe) (因为 


L-H+eL). 其 有 CC4, 则 [oocC4 从 而 二 scC4 且 4 含 
有 单纯 代数 31(2, F) 的 一 个 同 构象 ( 见 (分 ), 这 是 荒 雇 的 . 所 以 应 
是 4=4NHCcH， 因 而 [LA] =0(aET), 4cSfJEKera=0 
《ae 张 成 五). 

(14) 如 是 互 的 CSA, VB 是 根系 . 如 是 Abel 的 (从 而 是 等 
“ 198 > 


的 )， 而 且 是 自 正规 的 (由 于 直 和 分 解 5- 玉 + 忆 L)， 即 互 是 
一 个 C5A， 此 时 呈 则 显然 是 相应 的 根系 、 上 


18.4， 应 用 : 存在 与 唯一 定理 


定理 (a) 设 瑟 是 一 个 根系 ， 贡 存在 一 个 半 单 纯 李 代数 ， 以 ， 
6 作为 它 的 根系 . . 

也 ) 设 石 芽 是 半 单 纯 李 代数 ,分 则 有 CSA 为 卫 , 了 ' 以 及 根 
系 VD/， 设 同 构 -x0 已 知 , 它 把 已 知 基 4 冉 到 另 一 个 基 4 且 
用 王妃 -> 玖 ' 表示 相关 联 的 同 构 (如 同 (14.2))， 对 每 一 个 a&4 
(或 a & 人 ,选取 任意 的 非 零 ELs( 或 必 E 用 )， 则 存在 唯一 的 
同 构 x J>L, 它 扩张 了 mr; 如 > 日", 且 把 v6 映 威 zy(aE4)，“ 

证 关于 (a), 从 定理 18,3 如 可 得 .关于 (pb) 选 取 %, 多 ， 满 
足 [voya] 一 hoy [2] 一 大 一 m(ja) (acEd wwEd)， 因 为 区 多， 
bo(e' Ed4) 满 足 定理 18.3 中 定义 荆 的 关系 式 ,所 以 存在 唯一 的 同 
态 mr， 厂 > 也 ， 它 把 zo, ys 加 (a€ 候 分 别 映 到 地 ,Ws, 有 上、 最 
然 天 扩张 了 已 知 的 同 构 及 -> 甩 '， 此 外 ， 同 样 的 论证 可 得 到 同 态 
xm 了 ->Z， 且 它们 的 合成 映射 是 在 二 或 厂 的 生成 元 上 的 恒 等 映 
射 , 故 w 是 一 个 同 构 ， 和 


练 “ 习 


1 使 用 Ze 在 了 上 的 表示 (命题 妇 .2), 证 明定 理 18.2 所 描述 的 代数 
马 了 分 别 是 2 和 包 的 集合 上 的 自由 李 代数 ， 

3， 当 rank @~1 时 ,关系 式 (9), (85) 是 空 的 ,所 以 六 一 工 关 B(2，F)， 
通过 适当 地 改变 (18.2) 内 7 的 基 , 证 明了 同 构 于 练习 7.? 内 的 模 (0)， 

3. 证 明 在 (18,3) 内 Lo 的 理想 玉 位 于 Zo 的 每 一 个 具有 有 限 余 维 数 的 
理想 内 ( 即 工 是 ZL 的 最 大 有 限 维 商 代数 ). 

4. 证明 Dynkin 图 的 每 一 包含 关系 《例如 Ee 与 氏 cEs) 可 诱导 出 相应 的 
半 单 纯 李 代 数 的 自然 包含 关系 ， 

【附注 ] 

实质 上 ， 定 理 18.2 的 证 明 是 属于 (各 由 独立 地 )Cbevalisy 和 Harish-Chanara 的 
( 见 Harish-Chandraf]])， 由 Jacobaon( 见 Jacobaonf1) 作 了 人 入 化 。 Serre 定理 及 其 
对 唯一 性 和 存在 性 的 应 用 , 出 现在 Serre[ 纪 内 、 参 看 Yarsdarajain[1]; 
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19. 单纯 代数 . 
如 同 $ 18, F 是 特征 数 0 的 代数 闭 域 . 在 本 节 内 我 们 把 关于 


F 上 的 单纯 李 代数 的 资料 收集 起 来 (其 中 的 大 部 分 包 在 练习 中 指 

出 ), 根据 分 类 定理 ， 存 在 一 个 且 仅 有 一 个 (在 同 构 的 昼 义 下 ) 单 纯 

李 代 数 ， 它 具有 根系 A(1>1), Bi(1>2), Gi(l>3), DQ> 和 D，Eo,… 
Er，Ese，Fs，Gs。 我 们 将 对 典型 类 型 A~D 以 及 Gs 给 出 适当 完整 的 

描述 ， 至 于 其 余 的 例外 代数 , 它们 所 需 的 Jordan 代数 以 及 诸如 此 

类 的 预备 知识 则 高 题 太 远 了 (网 后 面 的 附注 ). 


19.1. 半 单纯 性 准则 


在 理论 上 我 们 可 通过 计算 Killing 型 以 检验 一 个 已 给 沧 代 数 
的 半 单 纯 性 (定理 5.1), 但 实际 上 ， 有 一 个 更 简单 的 方法 ， 首 完 
给 出 一 个 定义 ( 见 练习 6. 相 ,如 果 李 代数 工 *0 满 足 Rad = 
Z(IL)， 则 称 为 简约 的 . 它 有 两 个 极端 的 情形 ， 工 Abel 或 工 半 单 
纯 ，9I(y) 是 中 间 的 情形 ， 现 在 假设 工 是 简约 的 , 但 不 是 Abel 
的 , 所 以 一 L/2 (也 是 半 单 纯 的 ， 故 ad Dead 5 作用 在 荆 上 是 
完全 可 约 的 (6.8). 记 5=M@Z(DL), L 是 一 个 理想 尤其 是 
[LD = [MM] CM， 但 在 典范 映射 下 , [I] 映 到 工 上 ,所 以 荆 = 
[LLI@Z(L)， 这些 话 北 含 了 以 下 命题 的 第 一 部 分 . 

命题 (a) 设 工 是 简约 的 ， 则 研 = [LD@Z2(L)， 有 [LD 或 
者 半 单 纯 ， 或 者 是 0. 

中 ) 设 LC91(V) (V 有 限 维 ) 为 不 可 约 地 作用 在 了 上 的 非 零 
李 代数 ， 则 工 是 简约 的 ， dm2(D 1. 如 果 再 溪 上 C817)， 
则 工 是 半 单 纯 的 . 

证 现在 证 (b). 设 5=Rad L， 由 李 定 理 , 8 在 六 内 有 一 个 
公共 特征 向 量 , 即 ?=X(s)v(sES)， 如 果 we 五 则 [sz] EB 意味 
着 8(zo) 一 X(s)z.0 十 (fso])w (*), 因为 工 的 作用 是 不 可 约 
的 , 故 广内 所 有 的 向 量 都 可 通过 对 ，" 重复 应 用 研 的 元 素 以 及 构成 
线性 组 合 而 得到。 由 (*) 可 以 得 出 ， 记 有 的 s€58 的 矩阵 (关于 术 
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的 一 个 适当 的 基 ) 将 是 三 角形 的 , Cs) 是 仅 有 的 对 角 线 元 素 ， 但 是 
换 位 子 [S CS 的 迹 是 0, 所 以 这 一 条 件 迫 使 和 在 [SL] 上 等 于 0. 
回顾 (*), 可 得 出 结论 ; s€ 5 对 角 地 作用 在 了 上 , 相当 于 纯 量 和 (3)， 
尤 须 指出 的 是 SZ( 了 DD)..《 所 以 工 是 简约 的 ) 且 dimS<1， 最 
后 , 设 LCsI(V). 由 于 L(V) 不 含有 0 以 外 的 纯 量 (cbar f=0)， 
故 S~=0, 工 基 半 单 纯 的 . 自 


19.2. 典型 代数 


在 (1.2) 中 已 经 引入 了 典型 代数 ， 为 了 避免 重复 , 作 如 下 限 
制 : AC>1), BOG2)，C0>3)，Di(GD>d4 (参见 练习 1.10 和 § 11 
内 的 分 类 )， 因为 gI(F) = a[(P) 十 纯 量 ， 且 因 9I() 不 可 约 地 作 
用 在 了 上 (其 至 是 可 迁 地 )， 显 然 红 () 的 作用 也 是 不 可 约 的 这 
是 使 用 命题 19.1 的 准则 , 给 出 B,Cs, D 的 半 单 纯 性 证 明 的 原型 
(我 们 已 在 (1.2) 内 看 到 ,这些 代数 由 迹 0 的 自 同 态 构 成 , 所 以 需要 
验证 的 就 是 不 可 约 性 .) 

注意 到 在 81(V) 的 子 代数 工 下 不 变 的 六 的 任 一 子 空间 也 在 
End 六 的 由 1 和 工 生成 的 (结合 ) 子 代数 下 不 变 ， 所 以 为 了 证 明 
B Cn Di 在 它们 的 自然 表示 下 的 作用 是 不 可 约 的 , 只 要 证 明太 的 
任 一 自 同 态 都 可 从 工 和 二 出 发 ， 使 用 加 法 、 数 乘 与 通常 的 乘法 而 
得 到 即 可 ， 从 1 可 得 到 所 有 纯 量 阵 ; 从 对 角 阵 (如 (1.2) 中 所 给 出 
的 )， 可 得 到 所 有 可 能 的 对 角 阵 ， 然 后 用 合适 的 对 角 阵 diag(0， 

,0) (第 5 个 位 置 上 是 去 乘 其 它 各 个 基 元 素 (例如 

eu 一 bn i 天 四 ,就 可 导出 所 有 的 对 角 线 外 的 矩阵 单位 am 这 是 可 以 
验证 的 、 
上 面 的 论证 说 明了 和 典型 代数 都 是 半 单纯 的 ， 在 上 述 各 种 情形 
里 ， 由 对 角 阵 (如 (1.2) 中 所 列举 的 ) 张 成 的 二- 维 子 代数 互 显然 是 
环 面 的 ， 且 等 于 它 在 工 内 的 中 心 化 子 ， 从 而 是 极 大 环 面子 代数 
(= CSA). 在 (1.2) 中 所 述 的 其 余 基 元 素 是 根 向 量 ， 故 很 易 得 
出 适当 的 素 根 的 集合 ， 从 而 说 明 工 是 单纯 的 ， 属 于 所 指出 的 
型 | . 
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19.3. 代 数 Gs 
在 第 六 章 将 看 到 ， 型 Gs 的 单纯 代数 有 一 个 由 7X? 矩阵 的 一 
一 不 可 约 表示 ， 且 和 矩阵 阶 数 不 能 低 于 7, . 实际 上 , 表示 矩阵 位 琅 
Low=o(7, F)， 即 型 Bs 的 单纯 代数 内 ， 由 于 dim L621， 而 es 的 
维 数 是 14， 故 作为 Lo 的 子 代 数 工 以 直接 措 述 Gs 是 不 困难 的 ( 利 
用 事后 认识 到 的 规律 福 作为 启发 ). | 
如 同 民 .2) 中 ， 存 在 一 个 Lo 的 标准 基 ， 用 矩阵 单位 er:(1<7， 
s<7) 表 示 .， 在 以 下 的 讨论 中 , 为 了 方便 些 , 使 指标 j,k,… 总 
是 取 值 1 2，3， 回想 起 L。 有 一 个 CSA 瓦 o。 其 基 为 (gi, @s, 4s)， 
一 p14ti 一 e44444， 子 代数 荆 的 C5A 的 候选 者 将 是 
.HH={> “tla 0). 
当然 , dim 五 =2. 
Gs 的 6 个 长 根本 身 就 构成 一 个 型 As 的 系 (练习 12.4)， 与 此 
相对 应 , 可 如 下 选取 Lo 关于 及 o 的 根 向 量 gi -7 才思 
91, -2 一 多 -1 一 ezs 一 665， 
91, -3 一 多 -1 一 6 一 75) 
2 -3 一 =g$ -2 一 634 一 76， 
至 于 工 关于 玉 的 短 要 ， 取 ges(i=1, 2, 3). 
= ~—gi= 2 (e1661) — (631 —e40), 
92= —gt2= ~ 3 (es 一 ea) + (ea7 —645), 

“ gs= gis= V3 (ex 一 em 一 (exe 一 ca5)， 
注意 到 刚才 列举 的 12 个 向 量 确实 都 是 ad 五 的 公共 特征 向 量 , 而 
且 没有 一 个 中 心 化 鼠 . 现在 可 定义 五 为 由 互 以 及 这 12 个 向 量 
所 张 成 的 空间 ， 以 下 的 等 式 意味 着 万 在 方 括号 运算 下 是 封闭 的 . 
读者 不 难 验 证 它们 (利用 转 置 关系 可 减少 需要 验证 的 次 数 ),。 
(1) : [ov gn "1 = Ong, ~ Sugr, -# 

(2) [gs g-d] =30,— (di+ds+as) 
ssi. 


[gi, ~y, gx] = — Ongy 
全 [gu ~ 9-x] = 6g-t | 
(4) [gs, 9-4] = 89, - G7) 
[gi, 9 二 士 29-x 。 。 
二 [2 不 相交 ) 
(四 里 的 符号 可 从 以 下 等 式 读 出 : 
[91, 92] =2g-s, [gi1, 93] = —2g-», [gs, 9s] 一 29-: 
《再 利用 含有 转 置 的 等 式 ) . 


从 上 述 可 以 推 得 . 工 是 14 维 李 代数 ,五 是 工 的 CSA(2 维 ), 工 
为 迹 0 的 矩阵 组 成 。 如 果 工 是 半音 纯 的 ， 则 由 前 面 的 分 类 可 知 ， 
可 能 的 根系 仅仅 是 Ga。 因 而 据 命 题 19.1, 剩 下 的 工作 就 是 验证 工 
不 可 约 地 作用 在 六 =F' 上. 设 六 的 标准 有 序 基 为 (vo, V4，22s，%s， 
V-1,， 2-2,，9-3)， 和 矩阵 diag (0, 1，2， 一 8， 一 二 一 2，3) 属 于 五 , 且 
有 不 同 特征 值 , 所 以 六 的 任意 一 个 在 忆 下 不 变 的 子 空间 酌 尖 0 必 
须 至 少 含有 一 个 标准 基 向 量 ， 接着 再 看 到 ys 把 wu 上映 到 zk 的 倍 
数 、 把 Vy 映 到 wr 的 信和 数 (% 7, 不 相同 ), 而 Qh -41.01 = Vi, Go, 一 
一 by。 这 些 等 式 迫 使 W 包含 所 有 的 基 向 量 , 从 而 天 = 了 六, 正 是 我 
们 所 需 的 . 

另 一 种 有 趣 的 方法 ， 是 把 型 6 的 单纯 代数 实现 为 李 代 数 
Der E( 见 (1.3)), 这 里 多 是 一 个 8- 维 非 结合 代数 (Cayley 代数 或 
称 八 元 数 代数 ). 首先 必须 描述 E， 设 (eb es, ea) 是 的 通常 标 
谁 正 交 基 (被 赋予 一 个 通常 的 内 积 %.w)、Fs 还 有 一 个 向 量 积 (或 
叉 积 )%X 包 = 一 (wx 人们, 满足 规则 e1xe=0($=1, 2, 8), ei Xes= 
cs， 69X6s=01， Cs Xe1=es， 作 为 一 个 向 量 空间 ,& 是 2 个 外 与 2 个 
F 之 和 ， 为 了 方便 起 见 , 把 & 的 元 素 写成 2x2 矩阵 (: 外 其 
中 wo 5EF， 且 wwEFs,， 加 法 和 数 乘 与 通常 矩阵 相同 ， 至 于 区 的 
乘积 , 是 用 更 复杂 的 方法 给 出 的 : 


oo vv\/@ W1 G0' — Vs | 
wy oNMNw bl Vwihy toxy Bobet ; 


333.。 


因为 F 内 的 纯 量 乘积 以 及 F 内 的 内 积 和 叉 积 都 是 双 线 性 的 ， 所 以 
这 一 运算 显然 是 双 线 性 的 . 
取 定 & 的 一 个 基 (cr， *"", 0s)， 这 里 


1 0 0 0 
“(0 of “lo 1 


0 < 0 0 ， 
“(0 Co ( 0) (i=1, 2, 3)， 


.很 易 验证 & 的 乘法 表 (家 巧 ， 


0 
0 1 jee 的 作用 相当 于 恒 等 元 ， 按照 


对 换 位 子 .cc' 一 oc 的 常规 检验 方法 (使 用 基 元 素 及 表 1), 可 证 由 所 
有 换 位 子 张 成 的 子 空间 &。 的 余 维 数 是 1,，, 基 是 (01 一 0s, 08, :04, 05, 
56，07，08) , 与 通过 or 十 os 的 直线 互 余 ， 此 外 ,Co 重合 于 区 内 “ 速 ? 
为 0(8= 一 @) 的 所 有 元 素 的 空间 ， 由 于 乘积 规则 ，E 的 任意 一 个 
导 子 都 使 “常数 ”( 即 w 二 os 的 倍数 ) 变 成 0， 另 一 方面 ， 导 子 显 然 
使 &e 不 变 , 所 以 它 被 它 在 Ee 上 的 限制 所 完全 确定 . 

置 上 Der E.， 根据 以 上 所 述 ,工作 用 在 &6 上 是 一 一 的 (而 在 
Fl01 十 6s) 上 是 平凡 的 )。 把 相伴 的 矩阵 表示 (Eo 的 基 技 上 述 的 取 
法 ) 记 为 几 二 >67, Ff)， 现 在 主要 的 问题 是 说 明 工 并 不 太 小 / 为 
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i 1 
注意 ato-( 


此 我 们 必须 列举 出 E 的 一 些 导 子 ， 因 为 型 G。 的 根系 里 的 长 根 构 
成 一 个 型 As 的 系 , 所 以 工 应 该 包含 有 红 (3, F) 的 一 个 同 构象 ， 对 
0 0) 


‘wv ESI(3,F), 定义 的 一 个 自 同 态 3(o) 为 (5 , ( vi(w) 0 


(or-a 的 转 置 )。 验 证 8(z) 是 一 个 导 子 以 及 zi>6(%) 是 红 (3, F) 
的 一 个 ( 非 平 凡 的 , 从 而 是 一 一 的 ) 表示, 只 是 一 个 例 行 的 手续 .把 
象 集 记 为 以 ， 且 把 对 角子 代数 的 象 记 为 五 ，( 注 意 $(M) 在 
0(7, F) 内 , 且 $( 恕 ) 与 前 面 所 述 的 Gs 的 CSA 重合 . ) 很 易 检验 : 在 
81(8, 内 与 及 可 交换 的 矩阵 都 具有 形状 diag(@1, &2, 4s, %, as 
ao 46), 这 里 zwE81(2, F), 而 且 这 样 一 个 矩阵 只 有 当 它 在 五 里 才 
能 表示 一 个 & 的 导 子 .所 以 五 就 是 它 自己 在 工 内 的 中 心 化 子 , 
因为 Z(M) ==0, 故 也 可 推导 出 Z(L) =0. 

为 了 推断 也 是 型 Gs 的 单纯 李 代数 ， 我 们 还 要 找 出 EC 的 更 多 
的 导 子 (与 短 根 相 对 应 ), 然 后 再 用 它们 证 明 工 在 &。 内 具有 不 可 约 
地 作用 . 实际 上 我 们 已 经 如 此 选取 了 Eo 的 基 ， 使 得 工 的 矩阵 天 
示 几 恰好 就 是 上 面 所 研究 的 那 一 种 (在 o(7, P) 内 ). 可 以 直接 验 
证 前 述 的 代数 工 是 由 € 的 导 子 的 象 所 构成 (但 十 分 烦琐 !)， 作 为 
一 种 替代 方法 , E 的 某 些 导 子 ( 称 为 “内 导 子 ”) 可 以 在 内 部 被 定义 ， 
然后 证 明 它 与 前 面 列 举 的 矩阵 相对 应 。 这 些 将 在 下 面 练习 中 指出 
来 , 


练 ” 习 


.车工 是 李 代数 , [LI] 是 半 单纯 的 , 则 工 是 简约 的 . 

， 对 (19.2) 中 概述 的 论证 提供 细节 . 

， 验 证 在 (19.3) 内 关于 & 的 论断 . 

. 验证 在 《19.3) 内 定义 的 5(z)，zE 红 (3, F)， 是 多 的 一 个 导 


DD Fa 


子 . 
5. 证 明 Cayley 代数 E 满足 "交错 律 ”: zz 一 2(z%)，%yz3= (9%z)z。 证 明 
在 任 一 个 满足 交错 律 的 代数 外 内， 以 下 形式 的 自 同 态 实际 上 是 一 个 导 子 : 
[和 十 [wo 十 Lp pela, EN, 和 ,= 内 用 a 作 左 轩 ，p。= 找 内 用 5 
作 右 乘 , 方 括号 表示 自 同 态 的 换 位 子 ). 
区。 


6. 给 (19.3) 末 尾 的 论证 补充 细节 . 
【 附 法 】 
“Tits 已 用 统一 的 形式 构造 了 5 个 例外 的 单 弛 代数 ， 关 于 其 详细 情况 可 参 避 
. Jacobson [2], Schafer [1]. 这 里 讨论 的 单纯 李 代 数 的 特征 数 乡 的 相似 物 由 Seligman 
[区 所 研究 , 参看 Kaplansky [1], Pollack [1]。 我 们 把 Gs 构造 成 ob(7, F) 的 子 代 数 
是 受到 李 群 讨论 班 第 14 讲 的 启发 ，( 但 那里 的 公式 有 一 些 错误 .) 
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第 六 章 表示 理论 


在 这 一 章 里 , 工 将 表示 一 个 半 单 纯 李 代 数 (在 特征 数 0 的 代数 
闭 域 F 上 ), 及 是 工 的 一 个 固定 的 C5A,$ 是 根系 , 4= {oz,…, ox} 
是 的 基 , WY 是 Weyl 群 。 主要 目的 是 研究 有 限 维 工 - 模 ( 虽 然 也 
可 能 出 现 某 些 无 限 维 模 )， 由 于 关于 完全 可 约 性 的 Weyl 定理 , 在 
有 限 维 的 情形 中 , 不 可 约 模 将 居于 支配 的 地 位 . 


20， 权 与 极 大 向 量 
20.1. 权 空间 


设 六 是 有 限 维 工 - 模 ， 从 定理 6.4 可 推 得 五 对 角 地 作用 于 
VV 上 : VF=1LIV, :入 取 误 女 "， 且 ,= {VEV1h.v= 和 (1)v 对 所 有 
hE 及 }、， 对 任意 的 站, 子 空间 大 仍然 是 有 定义 的 。 只 要 六,0， 
我 们 就 称 它 为 权 空 间 , 且 称 入 为 的 权 ( 更 确切 地 说 :“ 五 在 六 上 
的 权 ”).。 

例 (由 通过 伴随 表示 把 忆 自己 看 成 一 个 芯 - 模 ， 我 们 谨 看 到 
权 就 是 根 zE 巧 ( 权 空间 工 是 一 维 的 ) 以 及 6 ( 权 空 间 瑟 是 1 维 
的 )、 (2 当 厂 = 红 (2，F) 时 ， 互 上 的 线性 函数 入 被 它 在 基 疝 量 克 
土 的 值 X 包 所 完全 确定 , 所 以 实际 上 是 在 利用 &7 内 的 权 . (在 此 
读者 需 把 那 一 节 作 一 复习 )。 . 

如 果 dim 六 一 oo, 则 不 能 保证 上 是 它 的 权 空间 之 和 (练习 2). 
虽然 如 此 , 所 有 权 空 间 六; 之 和 六 ' 总 是 直 和 : 它 的 证 明 ， 本质 上 和 和 
证 明 一 个 单独 线性 变换 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 的 线性 无 关 是 一 
样 的 (练习 了。 此 外 , VV' 是 站 的 2 子 模 : 这 可 从 LslaE) 置 换 
了 权 空 间 这 一 事实 得 出 ， 也 就 是 说 , 若 zEZe vEV,, hE 瑟 ,， 则 
hw.V=w.h.0 十 [hz] .v= (KG 十 a 及 ) 2.0, 所 以 IL 把 V 变 成 
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V1o， 归 纳 起 来, 得 : 
引 理 设 矿 是 任意 的 荆 模 ， 则 
(2) I 把 玫 映 入 Vwe(hE "aD). 
(b) 玉 = 马 .了 是 直 和 , 且 V' 是 的 厂子 模 . 


(0) 车 dimV<oo, 则 V=V' 日 | 


20.2. 标准 循环 模 


作为 定义 ,在 工 模 玉 内 的 一 个 ( 权 入 的 ) 极 大 向 量 是 一 个 非 夫 
向 量 v+ EVV, 它 被 所 有 的 Ls(a>-0, 或 只 要 wE 力 零 化 . 这 一 概念 
当然 依赖 于 4 的 选择 ， 例 如 , 车 荆 是 单纯 的 , B 是 内 关于 4 的 
最 高 根 ( 引 理 10.4A)， 则 Ls 的 任 一 非 零 元素 是 关于 工 的 伴随 表 
示 的 极 大 向 量 ， 显 然 , 它们 大 此 时 仅 有 的 极 大 向 量 . 当 dim 入 = co 
时 , 不 一 定 存在 极 大 向 量 ， 反 之 , 车 dim 六 <co， 则 根据 李 定 理 ， 
Borel 子 代数 (16.3)B(4) = 五 二 撕 世 有 一 个 公共 特征 向 量 ( 它 


被 所 有 的 工 ,a>-0 所 零 化 )， 它 是 上 述 意义 下 的 极 大 向 量 . : 
为 了 研究 有 溉 维 不 可 约 万- 模 , 首先 研究 更 大 的 一 类 工 - 模 , 它 
们 由 一 个 极 大 向 量 所 生成 。 如 果 对 一 个 ( 权 入 的 ) 极 大 向量 v+ 有 
=U(D).v+， 则 简称 六 是 ( 权 )) 标 准 循环 的 ， 且 称 和 是 的 首 
权 ， 描 述 这 样 一 个 模 的 结构 是 很 容易 的 ， 固 定 一 个 非 零 的 mwE 
Lola>-0), 且 选 取 ( 唯 一 地 ) ya Eo。 使 ooya] 一 hs， 回忆 二 下 ; 在 
半 序 盖 中 , X>-p 当 且 仅 当 和 一 jv 是 正 根 之 和 (%，pEH"), 它 是 
在 § 10 对 欧 氏 空间 E 引入 的 ,但 对 五 "局 样 可 定义 . 下 面 定理 的 
(b) 说 明 把 入 称 为 “ 首 权 ”是 合理 的 ， 
定理 设 矿 是 标准 循环 三- 模 ， 有 报 太 阅 晤 内 EP 又 次 
和 = 2 wj、， 则 则 : 


加 +) 张 成 .特别 ,了 


@》 术 的 权 都 形 如 4 一 一 澡 henChE22， 即 所 有 的 权 害 注 
的 权 都 形 如 /4 和 一 安 hov(hE 如)， 即 所 有 的 权 才 入 
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足 LUrAX 

(0) 对 每 一 个 EH*, dim 了 ,<%%0， 县 dimV =I 

(d) 六 的 每 个 子 模 都 是 它 的 权 空间 的 直 和 和. 

(e) 及 是 不 可 分 解 的 [ 模 , 具有 唯一 的 极 大 ( 真 ) 子 模 以 及 相 
应 的 唯一 的 不 可 约 商 模 . 

(f) 矿 的 每 一 个 非 零 同 态 象 也 是 权 入 的 标准 循环 模 . 

证 LL=N- -+B, 这 里 和 = 可， 上 且 B=B(4). 据 PBW 定理 


(定理 的 .8 的 推论 0, D), 可 以 得 出 (L).v+ 一 UCN-)U(B).o+ 
一 1(W-).Fv+( 因 为 v+ 是 BB 的 公共 特征 向 量 )， 现 在 CN-) 有 一 
个 由 单项 式 娩 …% 父 所 梅 成 的 基 , 故 可 得 到 (a). . 
向 量 旷 …y 包 .v7 (*) 有 权 和 一 忆 %， ( 引 理 20.1(a))， 把 每 
一 个 By 改写 成 素 根 的 非 负 2- 线 性 组 合 ( 如 $ 10), 则 即 得 到 (6). 

. 显然 ， 在 (b) 内 只 有 有 限 多 个 向 量 (*) 使 了 为 8; 等 于 预先 给 定 
的 疡 hm， 由 于 (a)， 它 们 张 成 了 权 空间 六,( 此 处 1 一 和 一 kn). 
此 外 ， 具有 权 凡 =》 的 形 如 (*) 的 仅 有 的 向 量 是 or+, 故 可 得 (0). 

至 于 (d), 设 栈 是 入 的 子 模 , 有 把 wEW 写成 属于 不 同 权 的 
向 量 wE 取 ,之 和 ， 在 此 必须 证 明 所 有 的 内 在 本 内 ， 如 果 不 是 
这 样 , 可 选取 使 n 为 最 小 (n> 了 D 的 名 =v4 十 … 十 w,, 这 时 没有 一 个 
4 属于 Ww. 找 出 使 Mi(h) 关 42(h) 的 hEH, 则 h.w= Bm (hy 在 
矿 内 ， 而 且 确 实 有 (h 一 jC :1) .w= 《jo (太一 pm (及 ) vs 十 "十 
《jon( 有 ) 一 14 (h))vs 关 0。， 根据 w 的 取 法 ， 迫 使 2€ 玉 ， 这 是 荡 诺 
的 ， 

从 (0), (d) 可 得 出 结论 :六 的 每 个 真子 模 都 落 在 除外 的 权 空 
间 之 和 内 , 故 所 有 这 样 的 子 模 之 和 人 仍 是 真子 模 ， 这 就 意味 着 人 
有 一 个 唯一 的 极 大 子 模 与 唯一 的 不 可 约 商 模 ， 从 而 玉 不 可 能 是 两 
个 真子 模 之 和 , 这 是 因为 它们 都 包含 在 栈 内 ， 这 样 就 得 出 了 (e). 

最 后 , () 是 显然 的 . 有 

. 推论 设 与 上 述 定理 相同 ， 又 傻 设 六 是 不 可 约 z 机 则 
+ 是 玉 内 的 唯一 极 大 向 量 ( 容 许 相差 非 零 纯 量 偿 ). 
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证 车 w+ 是 另 一 个 极 大 向 量 , 则 (I) .w+ 一 严 (因为 玉 是 不 
可 约 的 )， 所 以 上 述 定理 可 等 价 地 应 用 于 wv*+ 和 w+.， 车 w+ 有 权 
入 则 和 < 和 A，A-<N'( 由 (b))， 这 就 要 求生 入 ， 故 此 时 ( 据 (@))wt 
与 v+ 成 比例 . 目 
20.3. 存在 与 唯一 定理 : 

我 们 要 证 明 对 每 一 个 和 E€ 五 * 存在 一 个 且 (在 同 构 意义 下 ) 仅 
有 一 个 首 权 ^ 的 不 可 约 标准 循环 五 - 模 , 它 可 能 是 无 限 维 的 ， 唯 一 
化 部 分 的 证 明 是 不 困难 的 (与 证 明定 届 14.2 的 论证 相似 ， 但 没有 
那样 复杂 )， 

定理 A 设 V,，W; 太 站 权 和 的 深 准 备 球 模 ， 若 了 下 不 可 玉 不 可 
约 , 则 它们 同 构 . 

证 构 作 工 模 卫 =V@WW， 如果 v+, wt 分 别 是 六 了 内 的 
权 和 的 极 大 向 量 ， 令 对 = (vt+，w+)E 且 ， 则 w+ 是 权 入 的 极 大 向 
量 ， 设 了 了 是 由 wt 生成 的 忆 的 太子 模 (了 是 标准 循环 的 )， 且 设 
Pr 了 >yV, Pp: 了 >W 是 由 三 到 它 的 第 一 个 与 第 二 个 因子 的 射影 所 
诱导 的 映射 显然 p,p' 是 斑 模 同 态 ， 由 于 p(z+) =2+, pi (w+) = 
w', 显然 也 有 Imp= 了 ，Im2 = 厂 ， 作 为 标准 循环 模 了 的 不 可 约 
高 模 , F 和 食 是 同 构 的 ( 据 定理 20.2(e))， 量 

接 下 去 我 们 考虑 存在 性 问题 . 把 不 可 约 性 放 在 一 边 , 剩 下 的 
问题 是 : 如 何 构造 标准 循环 模 》 有 两 种 富有 启发 的 构造 方法 , 它们 
都 可 得 出 同样 的 结果 . 

首先 看 一 个 诱导 模 构 造 法 ( 它 类 似 于 有 限 群 表示 理论 中 使 用 
的 技巧 )， 它 是 受到 以 下 观察 的 启发 : 被 看 作为 B- 模 (BB(4)) 
的 标准 循环 模 包含 有 由 已 给 的 极 大 向 量 所 张 成 的 一 维 子 模 , 因此 ， 
我 们 从 一 个 一 维 向 量 空间 也 出 发 , 它 有 一 个 基 v+, 且 用 以 下 规则 
定义 忆 在 D、 上 的 作用 : (4 二 如 zo) .0+ 一 .0+ 一 和 (h)v+ (对 固定 的 
和 GE 五 )， 读 者 很 容易 相信 这 使 用 成 为 一 个 B_- 模 ， 当然，D, 同 
样 也 是 只 (B) 模 ,所 以 , 张 量 积 G(X) =U(CZ)Guooz 是 有 意义 的 ， 
它 在 TI(Z) 的 自然 ( 左 ) 作 用 下 成 为 1(Z)- 模 , . 
e IT40。 


我 们 断定 2(%) 是 权 和 的 标准 循环 模 ， 一 方面 1@9w+ 显然 生 
成 Z(X)， 另 一 方面 , 因为 UCL) 是 一 个 自由 11(B) 模 (定理 17.8 
的 推论 D)， 它 由 工 以 及 各 单项 式 崔 … 钦 ,所 生成 , 所 以 1@w+ 是 
非 零 的 ， 因 此 1@v+ 是 权 和 的 极 大 向 量 , 将 它 简称 为 01， 

根据 这 样 明显 的 构造 方法 ， 如 果 -= 匡 Z， 则 乡 (A) 看 作 
1(CN-)- 模 时 ， 与 1(W-) 本 身 同 构 。 更 精确 地 说 ，1t(Z)s1(CN-) 
@H(B)(PBW 定理 ), 使 得 2(%) 关 1CN-)G@F( 作 为 左 其 CW-)- 模 ) 

也 可 用 “生成 元 与 关系 式 ”来 构造 2()， 为 此 , 就 同 前 面 一 
样 ， 选 取 非 零 元 素 zo€E Ls。(a>0)， 且 令 I( 和 ) 是 (内 的 左 理 
想 ， 它 由 所 有 的 za(a>0) 以 及 加 一 和 (ho) .1(aE5B) 所 生成 ， 注 意 
到 了 (和 ) 的 这 些 生 成 元 都 零 化 ZN) 的 极 大 向 量 or+, 所 以 I() 也 如 
此 , 且 存 在 左 (ZL)- 模 的 一 个 典范 同 态 (I)/T(X)->2(N), 它 把 
1 的 陪 集 映 到 极 大 向 量 of 上 ， 再 一 次 使 用 (DZ) 的 PBW 基 , 我 们 
看 到 这 一 映射 把 4(B) 的 陪 集 映 到 直线 Fv+ 上 , 所 以 这 一 贞 射 是 一 
一 的 , 换 句 话说 , Z(X) 同 构 于 CL)/I(). 

定理 B 设 和 E 及"， 则 存在 权 入 的 一 个 不 可 约 标准 循环 模 
VC). 

证 《上 面 构造 的 )2(X) 是 权 入 的 标准 循环 , 且 有 唯一 的 极 大 
子 模 荆 (X) (定理 20.2(d))， 所 以 (A) =2Z(N)/Y(N) 是 不 可 约 
的 , 且 是 权 和 的 标准 循环 (定理 20.2(e)). 轩 

还 剩 下 两 个 基本 问题 ， (1 确定 六 (X) 中 哪 一 些 是 有 限 维 的 ， 
(2) 对 于 这 样 的 六 (X), 确定 哪些 权 凡 出 现 , 以 及 重 数 是 多 少 ， 下 面 
几 节 就 是 解决 这 些 问题 的 


练 习 


1. 如 果 六 是 任意 的 工 - 模 , 则 它 的 权 空间 之 和 是 直 和 . 

2. (a) 如 果 了 了 是 不 可 约 工 - 模 , 并 且 至 少 有 一 个 ( 非 零 ) 权 空间 , 证 明了 
是 它 的 权 空间 的 直 和 ; 

(b) 设 了 是 不 可 约 工 - 模 ， 则 六 有 一 个 ( 非 零 ) 权 空间 当 且 仅 当 HGCED).u 
对 所 有 的 vEV 是 有 限 维 的 ， 或 者 当 且 仅 当 gp 对 所 有 的 9EV 是 有 限 维 的 


ak 


《这 里 笋 = 由 任意 一 个 hE 在 其 (DD 内 生成 的 带 1 子 代数 ); 

(6) 设 亏 = 引 (2，F)， 带 有 标准 基 (z y; 从。 证 明 工 -> 在 其 (I》 内 不 可 
逆 ， 从 而 在 入 CZ) 的 一 个 极 大 左 理想 了 内， 置 了 =LCL)/I， 则 了 是 不 可 约 
Z- 模 .利用 如 下 事实 ; 
0(mod 1) ?>8 
GDW={ av 1mod 1) r=s 
证 明 1 为 加 , … 的 象 在 了 内 线性 无 关 的 (因而 im = oo)， 从 而 得 出 结论 ; 
没有 ( 非 零 ) 权 空间 . 

3， 叙述 (1.2) 内 的 型 Ai~ D; 的 线性 李 代数 的 自然 表示 的 权 与 家 大 | 向 
量 . 

4. 设 L=31(2, F), AEH". 证 明 在 络 习 7.7 内 对 于 一 -1 所 构造 的 
模 23(X) 间 构 于 (20.3) 构造 的 模 ZCX)。 从 而 推断 出 : dimVO) < 当 且 仅 
OD 是非 负 玫 

. 车 jEH", 定 义 9(1) 为 使 得 p= 习 ja 药 菲 负 整数 到 本 的 各 
个 不 同 组 名 的 个 台 通过 描述 2(X), 的 基 以 证 明 dim GZCD 一 (一 站 )， 
” “6. 证 明 在 (20. 3 内 引入 的 左 理想 已 经 由 元 素 so，ju 一 Xia) .1 《a 是 案 
根 ) 所 生成 . 

7. 不 用 (20， 3) 内 的 诱导 模 构造 法 ,证 明 1G) nuew) 一 0, 特别 地 ,7(7) 
真正 包含 于 V(Z) 内 . [证 明 在 1(B) 内 的 类 似 的 左 理 想 Z()) 是 真 左 理想 而 
由 PBW 定理 ,1 =HCN-DTCA) .] 

”8. 对 于 每 一 个 正 整 数 4, 证 明 维 数 <4 的 不 同 的 不 可 约 工 - 模 V4) 的 个 
数 是 有 限 的 。 从 而 得 出 ， 维 数 <4 的 不 同 构 过 - 模 的 个 数 是 有 限 的 . [车 
dimV (<c， 把 了 CA) 看 作为 5。- 模 (对 每 一 个 a>-0). 注意 到 A(ha) EZ, 
且 VX) 包含 一 个 和 ho) 十 1 维 的 -~ 子 模 ,] 

9. 验证 以 下 关于 Z(X) (20.3) 唯 一 极 大 子 模 了 (和 ) 的 描述 若 E20);， 
-b= 如 calcaE21), 注 意 到 卫 苔 .wv 有 权 和 (把 正 根 按 任 一 个 固定 次 序 排 
列 ), 从 而 它 是 极 大 向 量 v+ 的 纯 量 倍 。 如 果 对 co 的 每 一 种 可 能 的 选择 ( 见 练 
习 5)， 这 一 倍数 是 0, 证 明 vEY(X)。 反之 ,证 明 了 (0) 是 由 关于 权 机 pp 的 所 
有 这 样 的 权 向 量 v 所 张 成 . - 

了 .各 (0j) 内 权 的 一 个 极 大 向 量 w+ 诱导 了 -个 二 - 模 同 态 加 ZC) > 
2EC), 且 Img 是 由 ao+ 生成 的 子 模 ， 证 明 ; 上 是 内 射 的 . 

芋 ， 设 了 是 任 疮 的 有 限 维 工 - 模 ，XE 豆 *， 在 工 模 矶 =2(0N)G@F 内 构 

得 一 个 子 模 链 全 = 本 二 用 :5… 忆 且 4=0(=dim yy 使 得 耳 ,/ 卫 ui 同 


vd。 


构 于 2(A 十 Mt。 这 里 把 切 的 权 排 成 适当 次 序 是 ja，…， 知 ( 重 数 考 虑 在 内 )，. 
【附注 】 
Lemire[1] 研 究 了 无 限 维 横 内 的 权 空间 的 存在 性 问题 练习 2 是 属于 他 的 模 
Z 以 ) 由 Verma[1] 作 了 详细 探索 更 近 一 些 ， 由 Bexnstein, Gel fand， Gervfand [1]}, 
[21 作 了 研究 。Verma 特别 证 明了 工 辣 态 ZW) 2 (WW) 的 空间 或 者 是 0, 或 者 是 在 F 上 
1 维 的 , 并 得 到 了 第 二 种 情形 的 充分 条 件 ， 而 后 面 的 几 个 作者 则 证 明 了 这 一 条 件 的 必 
要 性 。 见 Dixmier[1], 第 ?7 章 。 


21. 有 限 维 模 
21.1. 有 限 维 的 必要 条 件 


”假设 六 是 有 限 维 不 可 约 工 - 模 , 则 了 至 少 有 一 个 极 大 向 量 , 属 
于 唯一 确定 的 权 %, 且 它 生成 的 子 模 必 定 就 是 整个 六 (由 于 不 可 约 
性 )， 所 以 六 同 构 于 V(X) ((20.3) 的 定理 A 和 B). 
对 每 一 个 素 根 mw， 设 S,:( 一 56) 是 红 (2, F) 在 工 内 的 同 构 象 . 
则 六 (和 ) 也 是 (有 限 维 ) 5S, 模 , 且 关 于 工 的 极 大 向 量 也 是 关于 有 的 
极 大 向 量 ， 特 别 是 , 因为 存在 权 ^* 的 极 大 向 量 , 则 它 关于 CSAH,C 
;的 权 被 纯 量 入 Ch) (hh 一 hh,) 所 完全 确定 。 但 根据 定理 7.2， 迫使 
入 ( 则 是 一 个 非 负 整数 ， 这 就 证 明了 ， 
定理 如 果 矿 是 首 权 入 的 有 限 维 不 可 约 I- 模 ， 则 入 (及 ) 是 一 
.个 非 负 整 数 (1<i<D. 量 ， 
更 一 般 地 , 从 (7.2) 可 以 推导 出 , 如果 矿 是 任 一 有 限 维 矿 模 ， 
是 矿 的 权 , 则 pp( 如 ==《h, > EZ(1<i<D、 因 此 , 出 现在 有 限 
维 模 中 的 权 也 是 $ 13 申 所 阐述 的 抽象 意义 下 的 “ 权 ”， 从 而 那里 所 
证 明 的 结果 今后 都 可 以 用 ， 请 注意 , 使 用 8 13 的 语言 , (和) 的 首 
权 和 ( 当 dim 玉 <co 时 ) 是 支配 的 . . 为 了 避免 歧义 ， 我 们 将 继续 把 
豆 * 的 任 一 元 素 称 为 一 个 权 , 而 把 所 有 的 入 (h) (从 而 所 有 的 入 (ho)) 
都 是 整数 的 线性 函数 和 称 为 整 钱 性 函数 ， 如 果 所 有 的 (2) 都 是 
非 负 整数 ， 则 称 ) 为 支配 整 线性 函数 ,所 有 整 线性 函数 的 集合 4 
是 五" 内 的 一 个 格 ( 或 等 价 地 , 是 由 所 有 根 生成 的 实 吻 氏 空 间 内 的 
志 个 格 ). 局 $ 18 一 样 ; 把 支配 整 线性 函数 的 迪 合 记 洲 L4+， 
«e439. 


再 引入 一 个 记号 : 若 亚 是 三 模 , 则 令 也 (号 表示 它 的 一 切 权 
的 集合 。 车 六 = 六 (和 ), 则 记 为 I (XA)， 


21.2， 有限 维 的 充分 条 件 


定理 ”如 果 入 E 豆 "是 支配 整 的 则 不 可 约 三 模 了 = 了 (和 ) 是 
有 限 维 的 , 且 它 的 权 集合 卫 (%) 被 WY 所 置换 , 使 得 对 于 cE WY， 有 
dim =dimVo,. 

推论 映射 VC%) 在 全 以 及 有 限 维 不 可 约 工 - 模 的 同 构 
类 之 间 诱 导 了 一 个 一 一 对 应 . 

推论 的 证 明 从 上 述 定理 ， 再 由 于 定理 21.1 以 及 (20 2 的 定 
理 A，B, 即 可 得 出 .时 | 

定理 的 证 明 ”首先 写 下 关于 WC) 内 的 换 位 于 的 一 些 信息 取 

定 一 组 工 的 标准 生成 元 {2 条 ， 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 在 让 (了 内 有 以 下 恒等式 , 对 于 10， 1T<t 7 

(a) [fw WY =0 i 

(b) [hs, gH = — (E+) (hy) ys 

(0) [Lo H+ = — (k+l1)y (kl1—h)., | 

证 (a) 从 以 下 事实 ( 引 理 410， 了 D 即 可 得 出 ， 当 cj 时 , qj 一 
.不 是 根 . 

(b) 对 五 使 用 归纳 法 . 当 =0 时,” Dhs 网 = 一 ax( 人 0) 和 6 ( 见 
(18. 1))， 一 般 地 , 左边 等 于 ; 

: 一 —yh) y+ hy gy) 
一 一 bu ,BYYi + (—& (hy)y) 
一 一 (E+1)o(Ch) yt, 

在 倒数 第 二 步 时 使 用 归纳 假设 : 

`(0): 写 出 

[ze YY = wt to [多 多 二 [的 
ww ht + yy Ls, y], 

再 对 使 用 妇 纳 法 ， 且 运用 公式 (b) 即 可 (用 三 代 大 十 巧 推 得 ， 国 

对 定理 的 证 朋 份 步 进行 ， 它 的 思路 是 : 证 明 六 的 权 集 会 被 和 Y 
"144。 


所 置换 ， 从 而 是 有 限 的 ( 见 定 理 18.3 的 证 明 ).… 为 方便 起 见 , 把 六 
所 提供 的 工 的 表示 记 为 $:L->91(V )， 固 定 六 的 ( 权 入 的 ) 极 大 疝 
量 V, 且 置 %= 和 Ch), li<l， 由 假设 , mw 是非 负 整 数 . 
由 名 ”一 0 设 w=Y+1.91, 据 引 理 的 (a)， i 时 ， 
.w=0， 另 一 方面 , 引 理 的 (b) 和 (o) 说 明了 

VOT vt 一 Wo vt — mt yr, (mt — mvt) 一 0， 

所 以 zw.w=0. 如 果 ww 非 零 , 它 将 是 六 内 权 和 一 《ma 十 Das 天 入 的 极 
大 向 量 ， 了 扒 从 20.2 矛盾, 

Yi: Vt, YE VE 0, YP 三 记 张 成 的 于 空间 在 Ys 二 不 变 (根据 (1)》 
由 于 这 些 向 量 中 的 每 一 个 都 属于 六 的 一 个 权 空间 ,所 以 它们 在 如 
下 也 不 变 , 因此 根据 引 理 的 (0) (以 及 对 上 标 % 作 归纳 法 ), 它们 在 
ww 下 不 变 . 

(3) 六 是 有 限 维 8 于 模 之 和 如 果 六 表示 六 的 所 有 这 样 
的 子 模 之 和 , 则 由 (2), V' 是 非 零 的 ， 另 一 方面 , 设 形 是 六 的 任 
一 有 限 维 Sr- 子 模 ， 由 所 有 子 空间 ze(waEG) 所 张 成 的 子 空间 显 
然 是 有 限 维 的 , 也 是 各 不 变 的 所 以 痰 ' 在 荆 下 是 不 变 的 , 且 因 六 
是 不 可 约 的 , 故 太一 

(4) 对 1<i<L ey 和 $y) 是 六 的 局 部 乱 零 自 同 态 ( 见 
(18.8)). 事实 上 , 车 2EV, 则 由 (3), 4 落 在 有 限 维 5,- 子 模 的 Se- 子 模 的 有 
限 和 之 内 (所 以 在 一 个 有 限 维 Sr- 子 模 内 ) ,在 这 样 一 个 模 上 , 4$(m) 
和 中 (y) 是 筹 零 的 ( 见 (6.4)). 

(6) &=expdz0expg( 一 如)ezpg(c 是 亚 的 一 个 完全 确定 
的 自 同 构 . 这 可 从 (4) 推 得 (也 参见 (18.3)). 

(6) 如 果 风 是 的 任 一 权 ， 则 Vi,) = 了 ow (a 二 关于 a 的 
反射 )、 六 ,位 于 有 限 维 访 , 子 模 下 之 内 ( 见 (3)), 且 Sly 与 (7.2) 
所 构造 的 自 同 构 7z 相 同 。 从 (7.2) 的 讨论 立即 可 得 到 上 述 结论 . 

(7) 权 和 集 卫 (和 ) 在 议 下 不 变 , 征 dimVs=dimV owEI(N)， 
5EYy)， 因 为 % 由 ca … o 所 生成 (定理 10.3(d)), 这 从 (6) 
即 可 得 出 。 
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(8) 卫 ( 和 ) 是 有 限 的 。 从 引 理 13.2B 可 清楚 地 知道 ， 所 有 支 
妃 整 线性 函数 上 -< 入 的 WY 共 孝 元 的 集合 是 有 限 的 .但 由 于 定理 
20.2 以 及 (7) ,可知 了 (和 包含 在 此 集合 之 中 . 

《9) dim 玉 是 有 限 的 ， 从 定理 20.2(0) 可 知 ， 对 所 有 的 WE 
I(%), dim 了 Vs 是 有 限 的 .再 结合 (8), 就 证 明了 我 们 的 论断 . 自 … 


21.3. 权 链 与 权 图 


这 里 的 讨论 仍 限 于 在 有 限 维 的 情形 ， 玉 = 及 (A)， 和 EL4+， 设 
刀 色 五 (人 )，uE 厂 . 引 理 20.1 说 明了 由 所 有 权 空 间 了 rn(iEZ) 张 
成 的 VY 的 子 空间 本 在 名 下 不 变 , 根 据 (7 .2 以 及 关于 完全 可 约 性 
.的 Weyl 定理 , 卫 ( 和 ) 内 形 如 十 ia 的 权 必 定 组 成 一 个 连接 的 链 ) 即 
经 过 的 a 和 链 , 它 推广 了 伴随 表示 中 的 经 过 8 的 a 根 链 ): 此 外 , 反 
射 0。 使 此 链 倒 转 ， 如 果 链 由 罗 一 ra,，…，j，…，4 十 ga 组 成 ， 则 
7 一 9= 《4 o>， 根据 (13.4), 这 证 明了 以 下 的 结果 ， 
”命题 如 果 和 G41+， 则 集合 了 (和 是 在 (13.4) 的 意义 下 饱和 
的 ， 特 别 地 ,使 EA 属于 I(4) 的 充分 妆 要 策 件 是 上 及 其 X- 划 op 其 - 共 
罗 都 一 和 X， 重 


当 rank $<2 时, 如 果 画 一 个 权 图 , 这 一 切 结果 都 容易 被 形象 
化 了 .， 例如， 车 工 = 红 (3, F) (型 A)， 具 有 基本 支配 整 线性 函数 
(18.2) 和 ,As， 若 入 一 4 十 8%s, (和) 的 权 图 在 图 1 给 出 黑 点 表 
示 所 出 现 的 权 . 这 一 情形 下 的 重 数 也 被 标 出 , 它 从 1 增加 到 4 (从 
外 面 的 “过 导向 里 面 的 “ 壳 层 ”过 滤 时 ， 重 数 dim 了 VV 总 是 增加 1 
直至 壳 层 变 成 三 角形 为 止 , 此 时 重 数 不 再 增加 )， 这 些 重 数 的 简单 
变化 情况 是 关于 型 As 的 特殊 现象 (Antoine，Speiser[1])。 对 于 
其 它 根系 , 情况 可 能 更 复杂 . 关于 重 数 的 更 详尽 的 讨论 可 见 8$ 22. 


21.4: 和 的 生成 元 与 关系 式 


3 是 支配 整 的 时 , 可 以 更 精确 地 撕 述 从 2() 到 : 它 的 同 态 旬 
V(X) 的 过 渡 . 这 在 本 书 的 其 余部 分 并 不 用 到 ， 但 有 它 独立 的 意义 
在 此 将 再次 使 用 定理 红 .2 中 的 一 些 证 明 . 

从 (20.8) 回 想起 ZO) 同 构 于 其 (I)/I(); 这 里 1() 是 1(L) 
的 左 理想 , 它 由 所 有 的 wa(a>0) 以 及 有 一 (ho) .1(aE 更 ) 所 生成 . 
与 此 等 价 地 ,T(X) 是 2(%) 内 极 大 向 量 的 零 化 子 . 现在 固定 一 个 支 
配 整 线性 函数 和; 且 设 J( 和 ) 是 (LD) 内 的 左 理想 ， 它 零 化 六 (%) 的 
极 大 向 量 。 包含 关系 T(A) CJ (和 ) 诱导 出 一 个 典范 映射 G(X) = 
TCD 一 FOODsH(CDDA7(5， 从 定理 叶 ,2 的 证 明 我 们 回想 
起 ET), 1<i<l, 其 中 mr= 人 5 ay， 

定理 设 XE4 our apDGs2SD、 则 J(OO 是 由 IO 
以 及 所 有 "LSi<) 所 生成 
“ ”证 ， 先 假定 能 证 明 及 (X) 一 (ZL)/J'(N) 是 有 限 维 的 , 这 里 的 
J'( 和 A) 是 一 个 左 理想 ， 它 - 由 了 CA) 以 及 所 有 的 we 生成 ， 因 为 
六 (和 ) 是 标准 循环 的 (或 者 是 0), 它 必须 是 不 可 约 的 (或 者 0) (定理 
20.2(d), 以 及 关于 尝 全 可 约 性 的 Weyl 定 理 ). 但 了 (办 CJ() 意 
味 着 六 (和 ) 是 了 (和) 的 同 态 象 ， 迫 使 FX) 闭 ( 和 )， 所 以 70- 
J 了 (%), 正 是 所 要 证 的 . 有 

为 了 证 明 六 CX%) 是 有 限 维 的 ， 只 要 说 明 它 是 有 限 维 Ss,_ 子 模 
(LSi<D 之 和 即 可 ,因为 此 时 定理 21.2 的 证 明 可 与 前 述 间 样 地 

si47。 


进行 下 去 ， 为 此 ， 只 要 证 明 每 一 个 外 在 玉 () 上 局 部 竺 零 就 够 了 
(这 对 于 wm 来 说 是 显然 的 ， 因 为 不 可 能 对 所 有 的 b>0 都 有 jk 十 
koa-< 和 A)。， 而 根据 假设 (X) 内 的 工 的 陪 集 被 4 的 一 个 适当 的 等 
(譬如 说 ,m4 十 1) 所 零 化 我 们 知道 (由 定理 20.2)， 了 到 (入 是 由 所 有 
的 yo…guwLs 改 9 的 陪 集 所 张 成 .下面 的 引 理 意 味 着 : 因果 让 一 和 
项 式 的 陪 集 被 改 零 化 《 即 映 入 (A))， 则 更 长 的 单项 式 yy。… 
Ys 的 陪 集 被 WW*， 所 零 化 ， 从 工 出 发 ， 对 于 每 个 单项 式 的 长 度 施行 
归纳 法 , 就 可 证 明 儿 的 局 部 者 零 性 

引 理 设 六 是 FE 上 的 结合 代数 ， 久 2EXU 则 人 引 = 


(2) tw y+ (2) by WI by yy 1], 


证 对 使 用 归纳 法 .= 1 的 情形 就 是 恒 等 武 [y 可 ~ 
[y, 有 ， 归 纳 法 证 明 的 步 又 是 容易 写 出 的 , 留 给 读者 去 完成 . 外 

应 用 这 一 引 理 ， 把 4 到 成 QZ)， 并 取 钞 :为 属于 两 个 负 根 
的 根 向 量 ， 我 们 知道 (ad y)*(z) = 0， 这 是 因为 根 链 的 长 度 至 多 为 
4 所 以 定理 中 所 得 到 的 恒等式 可 约 化 为 


[y, 2] =k[y, 4] ++( 4 )ty, [y, 241] 
+( 3 )[y， by ty, 2]]]y* 3, | 


练 习 


1. 读者 可 以 检查 ,我 们 并 没有 使 用 在 @ 的 基 上 的 单 可 迁 性 (定理 
10,31(e)), 而 只 是 用 了 可 迁 性 ， 使 用 表示 理论 以 得 出 一 个 新 的 证 明 , 下 可 如 下 
进行 : 存在 一 个 有 限 维 不 可 约 模 V(X), 关于 它 , 所 有 的 (X。 ay (xE 4 是 不 同 
的 , 且 是 正 的 . 著 cE 交 置换 了 4 则 o 一 ,迫使 “一 工 . 

2. 对 Bs 入 = 为 十 is( 昭 第 三 章 的 记号 ), 曾 出 权 图 . 

3. 设 和 AE A+, 证 明 0 可 作为 了 (的 权 , 当 且 权 当 和 是 根 的 和 ， 

4. 回想 (20.3) 让 构 丰 的 模 2(1。 当 %E 4 时， 使 用 引 理 纪 .3 以 找 出 
ZN) 内 的 某 些 极 大 向 量 : y+Cms=《X， 吕 ) 的 陪 集 是 一 个 家 大 向 量 ,只 要 mm 

是 非 负 的 (参看 练习 7.7)， 
” 5. 设 了 是 一 一 的 有 限 维 工 - 模 ， AC 太 是 由 y 的 权 生 成 的 4 的 子 群 , 则 
a143。 


4 万 24 证 明 4 的 每 一 个 包含 4 的 子 群 是 属于 这 种 类 型 的 ， 
6. 漆 F 一 FA),E4+ 证 明 V* 同 构 于 六 一 oA)《 作 为 二- 模 )， 这 里 
的 oEwy 是 光 的 把 4 变 成 一 4 的 唯一 的 元 素 ( 练 习 10.9, 参 团 练习 13.5). 
7. 设 V=7VO), WW= 了 Vp), 和 ,jpEA+. 证 明 U(V@OW)={v+v'1vE 
HO), "ENOON, dm VO W)+ 等 于 | 
D2 dimVedim Wo 0 1 


又 ,+ 的 重 数 是 1， 所 以 在 了 @ 责 的 直 和 分 解 中 ，VCX 十 bw) 恰好 出 现 一 
次 . 
8. 设 入 ,…, 加 是 关于 工 的 根系 8 的 巷 本 支配 权 (13.1)， 说 明 怎样 构 
作 一 个 任意 的 和 ), 和 EA+, 使 它 作为 模 F(0a)，…， (Ni) 的 一 个 适当 的 张 
量 积 (允许 重复 ) 的 直 和 分 解 中 的 加 项 . | 
9. 证 明 引 理 21:4 且 由 此 推导 出 引 理 21.2, . 
10, 设 了 = 弦 《十 了 F), CSA Ha=b (0 十 1 F) NZL. 令 jj; Li#1l 是 
互 关于 gtQ+1 月 的 标准 基 的 坐标 函数 . 则 Bi= 0, 且 pj,…, po 构成 到 的 
一 个 基 , 而 =1 一 Loi(1<i<D) 的 集合 是 根系 @ 的 一 个 基 4 验证 : 多 作 用 
在 瑟 * 上 是 对 作 置 换 ,作为 其 特例 ,关于 wm 的 反射 交换 了 pw Pest 且 使 其 
余 的 不 变 。 然后 证 明 关于 4 的 基本 支配 权 是 和 ==j+… 寺 (1<%<D), 
也， 设 了 =Prub 工 一 91(V)、 如 同 练习 10 一样, 取 定 CSA 五 以 及 名 的 
基 4= (au …， wm)。 本 练习 的 目的 是 构 作 首 权力 的 不 可 约 五 - 模 取 (1 
人 
(a) 对 =1， 了 一 六 是 首 权 和 的 不 可 约 模 ; 
(b) 在 大 重 张 量 积 T@…G@T(k>2) 内 规定 Vi 为 斜 对 称 张 量 的 子 空间 ， 


若 (o …， wz) 是 了 的 典范 基 , Fe 具有 一 个 由 ( ?去 了) 个 向 量 
[vs 3 Vl = Dsnlr)v (i) BBCi) (7) 
wxED, 
所 组 成 的 基 , 其 中 站 < 六 <… < 疡 、 证 明 (*) 的 权 是 J, 填 … 十 Ls 


””《c) 证 明 工 使 子 空间 V 不 变 ， 且 所 有 的 权 所 十 … 十 《入 <<…< 记 ) 是 
不 同 的 ,在 多 下 共 罗 .结论 是 : Vi 是 不 可 约 的 , 首 权 为 xx.〈 见 练习 13.13.》 
【附注 】 | 

定理 21,4 是 或 多 或 少 为 大 家 所 知道 的 。 处 理 方 法 是 以 Verma[1] 论文 的 附录 为 


基础 的 。 参 四 互 azrish-Cbhandzrafl]。As 的 要 图 出 现在 Antoine, Speisor D2]; 也 可 见 见 
Kolman, Belintante[1] 及 Samelson [1], 
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22. 重 数 公式 
本 节 内 所 考 吕 的 模 都 是 有 限 维 的 . 

， ”如果 wEH"* 是 一 个 整 线性 函数 ， 定义 在 V() (XEA+) 内 用 
的 重 数 是 rw (UL) =dimV( 和 )s( 一 0， 当 jw 不 是 六 (和 ) 的 模 时 ).， 当 
和 固定 时 ， 简 记 为 m(w)。， 我们 的 目的 是 通过 计算 V(X)。 上 的 
Oasimir. 独 元 素 的 迹 以 推导 出 m(j) 的 Freudenthal 递 推 公式 . 
利用 这 一 元 素 作 用 在 六 (X) 上 , 相当 于 一 个 非 零 纯 量 . 根据 这 一 事 
实 ,我 们 可 得 到 dim (0 


22.1， 普 遍 Casimir 元 来 


回忆 一 下 (6.2) 中 工 的 一 个 表示 的 Qasimir 元 素 Os 的 概念 ， 
它 是 被 用 来 证 明 完 全 可 约 性 的 Weyl 定理 的 ， 现 在 , 可 用 1t(Z) 来 
作出 “普遍 ”的 构造 . 

从 工 的 伴随 表示 开始 讨论 , 它 的 迹 型 正 是 Killing 型 x. 从 88 
很 容易 引导 出 关于 x 的 对 偶 基 的 自然 构造 法 ， 如 果 w 6 是 关上 
的 任意 线性 函数 ， 我 们 知道 L, 正 交 于 ,除非 8= a (命题 
8.1), 我 们 又 知道 * 对 于 互 的 限制 是 非 退 化 的 , 因此 可 如 下 进行 
工作 : 选取 右 的 任 一 基 , 璧 如 说 (关于 4 的 ) 标准 基 (h,，…, 加 )， 
且 设 (bi, …, 有 ) 是 有 关于 x 对 五 的 限制 的 对 侦 基 . 然后 在 每 
个 La(aE) 内 选取 一 个 非 零 的 zo。， 且 设 6 是 工 。 内 满足 x(zo， 
su) 一 1 的 (唯一 的 ) 元 素 ， 由 上 述 ， 基 (h, 1<i<l wa, aeEg6) 与 
(io 1<i<l zo aEB) 关于 x 是 对 偶 的 .不 过 要 提醒 一 句 : 不 要 
把 元 素 za, z6 与 我 们 对 x。，% 的 习惯 取 法 (使 [wogys] = 思 ) 相 混淆 . 
在 这 里 是 [zuza] = 如 = [(a，aJ/2]j (命题 8.8(o) ). 

根据 定义 , 关于 ad 的 Qasimir 元 素 是 工 的 一 个 自 同 态 , 它 由 


0 一座 20had 有 + 加 sd woad ze 所 给 出 这 一 构造 法 可 能 启发 读 
者 会 考虑 元 素 oz 一 六 hh+ 避 WutuE UD). 如 果 ad 被 (唯一 地 ) 


扩张 为 结合 代数 的 一 个 同 态 : ad， U(D—>BEndL, 则 sd 不 是 别 
e 150 。 


的 ， 正 是 ws。 了 由于 这 个 道理 ， 我 们 称 6 为 工 的 葡 遍 Casfmtir 元 
察 ， 不 难看 出，ci 与 工 的 基 的 取 法 元 关 ( 练 习 2)，(6.2) 插 的 论 
证 说 明了 , 对 工 的 任 一 表示 加 上 (cr) 与 $( 工 ) 是 可 交换 的 ， 所 以 
车 不 可 约 时 , 它 的 作用 相当 于 一 个 纯 量 ， 

让 我 们 探究 一 下 $(ez) 与 Oasimir 元 素 cs 让 间 有 怎样 的 联系 . 
当 工 为 单纯 时 ， 是 容易 看 出 的 ， 扬 以 首先 研究 荆 为 单纯 的 情况 ( 见 
练习 6.6). ” 

引 理 设 二 是 单纯 李 代 数 如 果 jz, Y) 和 gz 二 是 了 石上 
的 非 退化 对 称 结合 双 线 性 型 , 则 存在 一 个 非 蕉 纯 量 , 使 得 f(z, 9) 
一 4g(z, 奶 对 所 有 的 z,，y EL 成 立 . 

证 每 个 ( 非 退 化 的 ) 双 线性 型 可 通过 对 应 oh>s， 其 中 8 (9y) 
flw, 奶 或 g(z, 建立 从 荆 到 了 上 的 一 个 向 量 空间 自然 同 构 . 
铺 合 性 保证 了 它们 是 五- 模 同 构 (回忆 (6. 巧 ， 殊 如 何 作成 一 个 五 - 
模 )， 把 其 中 一 个 映射 与 另 一 个 映射 的 逆 映 射 复 合 起 来 , 就 建立 了 
志 - 模 同 构 w: 了 ->L， 但 工 是 不 可 纳 的 工 模 ( 因 它 是 单纯 的 ), 故 赃 
Schur 引 理 , 是 一 个 纯 量 乘法 ， 换 句 话说 , 我们 有 0 关 aEF, 使 得 
若 f(w, g 轨 =9(2， 幼 ( 对 所 有 4EDZ)， 旭 2 一 az、 量 

设 几 Zr>gI(F) 是 五 的 表示 ,五 是 单纯 的 ， 如 果 由 (五 ) 0, 则 
一 切 都 很 清楚 。 否则 ,多 是 一 一 的 (因为 Ker$ 是 工 的 理想 )， 故 
型 f(z, 引 一 Tr(p(w)p(9)) 在 I 上 非 退 化 ,又 是 结合 的 .而 Killing 
型 具有 同样 性 质 , 所 以 它 必定 是 非 零 偿 af (由 引 理 )、 特 别 是 当 给 
出 了 工 的 一 个 基 后 , 关于 x 的 对 侦 基 可 以 用 1/e 去 乘 关 于 下 的 对 
偶 基 向 量 而 得 到 . 这 就 证 明了 网 (om ~ (Ma)%。， 用 语言 表达 : 

最 后 设 万 是 半 单纯 的 ， 在 (5 2 让 我 们 看 到 ， I 的 各 个 单纯 
理想 是 关于 x 互相 正 交 的 ， 于 是 上 面 选取 的 对 偶 基 可 以 取 成 卫 的 
各 个 单纯 分 量 中 的 类 似 对 侦 基 (相对 于 各 分 量 的 Killing 型 ,它们 
可 由 限制 x 而 得 到 ) 的 并 集 .从 而 or=cn+…ton(L=L@…@ 友 ), 
且 车 落 是 工 的 表示 , 出 每 一 由 (on) 与 相应 的 ov( 内 = ga) 成 比例 ， 
对 每 一 6 来 说 这 里 的 内 或 者 是 平凡 的 ,或 者 是 一 一 的 .所 以 由 (ob 
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仍然 与 w 内 切 相关 ， 昌 然 不 一 定 成 比例 . 并 且 这 也 证 明了 由 (cc) 
与 $ 世 可 交换 。 当 吵 为 不 可 约 时 , 与 gor) 的 作用 相当 的 纯 量 的 
精确 值 将 在 后 面 被 确定 .， 


22.2， 权 空间 上 的 迹 


取 定 一 个 不 可 约 工 模 玉 =V( 办 , AEA+， 且 用 上 代 表 它 所 提 
供 的 表示 .再 固定 (22.1) 中 所 选取 的 工 关于 x 的 对 偶 基 . 在 这 一 
小 节 里 要 对 本 的 每 一 个 权 风 计算 自 同 态 (zo) $(za) 在 让 ,上 的 
迹 。 它 是 有 意义 的 , 因为 $(zo) 把 六, 映 入 人。-o， 然 后 (ze) 又 把 
Vs 映 回 六,. 

因为 我 们 只 用 到 一 个 根 a， 克 而 可 利用 5 的 表示 理论 (§ 7)， 
不 过 要 作 一 些 改 变 ， 因 为 基 (xa, ts，is) 不 是 标准 的 ， 它 与 标准 基 
(ze Yo， ha) 的 关系 是 ，z6 一 [(a, a)/2]gya, 刀 =[(a, a)/2]h， 设 
(vo，vV4,，…, Ym) 是 关于 首 权 m 的 不 可 约 8- 模 的 基 ， 即 引 理 7.2 
的 公式 (a) ~ (0) 中 使 用 的 基 ， 为 了 更 方便 起 见 ,把 上 述 基 换 成 
(seo …， wm) (204 一 让 [a，G)1/29]v)， 经 过 这 一 代 换 后 ; 可 得 

(a) ta wi= (mm—20) [fa a)/2]ws 

(b') za. Wi= Witriy (Wn+1= 0); 

(0) wa =ilm—s+1) [Co, a)/2Jws, (wi~0), 

雇 以 .， , 
| waa Wi (mt) (i+1) [(a a)/21w. (位 


现在 设 以 是 的 权 , 它 使 得 了 上 au 不 是 权 ， 则 (21.8) 的 经 过 
的 a 权 链 为 4, 一, 及 一 maoo 其 中 mm 一 《pp, a>、 在 以 下 的 
讨论 中 ,保持 如 ww mr 不 变 ， 8 在 权 空 间 的 和 玉 一 六 ,十 依 ,_s 十 -… 
十 有 -ma 上 的 表示 是 不 可 约 表示 的 直 和 (Weyl 定理 )， 每 一 个 不 可 
约 表示 都 涉及 一 个 在 ou 下 不 变 的 权 链 、 更 精确 地 说 ， 用 m0 
< [m/2]) 记述 首 权 为 (4 一 ia) (ho) 的 不 可 约 加 项 的 个 数 ， 则 
mp 一 io) 一 9 十 … 十 9 因而 or 一 各 (一 各) 一 mh (一 《9 
当 om 为 偶数 时 ,图 二 说 明了 这 种 情况 ， 
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p- 守 9 jw Tim-22[0 fn FI ?no 
jp (ml)a 
p—ma | 
《图 中 和 为 偶数 ) 
图 1 . 


对 每 一 个 固定 的 £0<k<m/2, 在 此 要 计算 (zo) Bo) 在 
Vxa 上 的 迹 ， 设 0<i<k. 在 厂 的 一 个 首 权 为 加 一 2 一 (1 一 训 ) 
(ho) 的 典型 不 可 约 8 加 项 中 ， 相 应 于 人 一 如 的 权 空间 是 由 向 量 
4x- (前 述 的 记 法 ) 所 张 成 ， 在 公式 (1) 内 把 m 换 成 m 一 25, $ 换 
成 4 一 ,可 得 

pva) plea) Wr Cm—i—b) kit+1) [Ca, a)/2Jwrs, (2) 

. 在 历 内 有 mm 个 5s- 加 项 具有 首 权 9% 一 25， 所 以 , 关于 特征 向 
量 的 一 个 适当 的 基 ， 和 矩阵 (ze)$(zo) (限制 于 了 -xz) 有 mm 个 形 如 
(2) 的 对 角 元 ， 令 从 0 跑 到 避 对 于 (zo) $(zo) 可 得 一 个 阶 为 
m(1 一 上 a) =no 十 … 十 rm 的 对 角 和 矩阵 , 迹 为 ， 


Smtm ih -ile, o)/2 (8) 
~ 人 Bi) -mp (i—1)a)) (一 ?一 从 
(k—i+1) (a, a)/2 | 
Sm-io) (m—2) (0, o)/2, 


最 后 一 个 等 式 的 得 出 是 由 于 m 《1 一 ia) 的 系数 是 (a，o)/2 乘 以 
(m—i—k) Eitl)— mi—kt+1) (k—i) =m— 2. (对 于 极 
端 情 形 i 一, 读者 可 直接 验证 ，) 再 回想 起 m/2= (1, 0)/(a, a). 
所 以 (3) 变 成 ， 和 

Disb oo) $so) ~ 家 mo- ia) (pia, @).. (4) 


s 53.。 


这 样 就 处 理 了 在 “阶梯 ” 顶 上 一 半 的 权 由 一 如 (图 1)， 因 为 反 
射 ou 把 项 与 底 交 换 , 所 以 我 们 可 期 望 有 类 似 的 结果 .特别 是 对 于 
m2<i<m, 有 mp-io)=m(p— (m~ Do. 模仿 上 述 推 理 , 对 
固定 的 £m/2<<k&m, 可 得 到 ; 


Jrr $a) $l) = 全 mia) (pia, a), 人) 


$=0 


(我 们 本 应 求 和 到 m 一 k, 但 是 $(zs) 零 化 权 为 一 ka 的 向 量 , 而 后 
者 属于 WW 的 具有 首 权 久 一 (m 一 k)a 的 5- 加 项 .》 
”又 注意 到 ， 对 于 m/2<i<m， 由 于 m=2(jw, a)/(a, a)， 故 
(pia, @) + (pH— (m—i)a, a) = (2h~—ma, a) =0. 所 以 
m(p—in) (pia, o) +m(p— (m—i)a) (一 -mie 0) 
-0. (6) 
这 说 明了 可 把 下 列 一 对 一 对 的 项 加 到 (加 式 上 去 : 上 一 与 m 一 
(一 了 ),& 一 2 与 m 一 (b 一 2), 等 等 (请 注意 对 于 偶数 mm 一 2i，(6) 
式 迫 使 (1 一 ia, a) 0)， 换 句 话说 , 对 任意 的 (5) 可 化 成 (和. 
最 后 , 如 果 要 考虑 六 的 任意 权 v, 可 构成 经 过 v 的 a- 链 , 并 使 
最 后 一 项 > 十 ix 起 到 上 述 公式 内 的 必 的 作用 。 至 于 所 有 使 Ps=0 
的 权 4， 规 定 m(j) = 0。 经 过 一 些 变化 后 ， 就 可 对 于 任意 的 we 
(和) 把 ( 光 重 写 为 


Trv,$ leo) bles) =Bmntin) (ptia, o),. (7) 


中 .3，Freudenthal 公式 


设 和 六 同 (22.2) 一 样 ，dim>1， 复 习 一 下 (22.1) 中 的 普 

遍 Oasimir 元 素 0s~ 六 hh 二 六 mxo。 由 于 由 是 不 可 约 的 , (er) 

是 用 一 个 纯 量 ( 警 如 说 o) 作 乘法 的 ， 固定 矿 的 一 个 权 岂 在 此 策 
计算 Zrrgeo om( 

首先 ，$(ho) 正 是 在 Fs 内 用 w(jo) 作 纯 量 乘 法 ，% (5) 也 类 

似 ， 设 刀 E 卫 对 所 有 hE 互 满足 (h) =x(t,, 及 ) (如同 § 8)， 记 

和 = 习 ah 由 定 多 KoO- 习 ai 如 , 且 pCb) = 习 aiot= 
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他 (由 对 偶 性 )， 因而 (4, 1) = 名 ax hy, hi) 一 00 p(ki), 
DTrr,G GH) =mm pp. -+ (8) 


合并 (8) 与 (22.2) 内 的 (7)， 则 得 : 
em(p) = (1, Dm) + 加 襄 m(ptia) (rim, 四 。 (9) 
注意 到 项 mC) (1，a)y 和 Cs 一 中 都 出 现 (而 且 对 消 );， 所 以 


可 省 去 指标 i 二 0.， 


在 此 可 断定 ,对 任意 的 EA， 1 对 肛 (X)， 公 式 (9) 仍然 有 效 、 
此 时 它 变 成 0- 加 加 mChtia) (十 种 四 ,实际 上 ,车 w 生 五 0， 


则 对 每 一 个 a€5$, 形 如 jw+ia 的 权 ( 如 果 存 在 的 话 ) 必 须 出 现在 所 
有 都 是 正 或 所 有 都 是 负 的 链 中 ， 在 后 一 情形 下 ， 关 于 a 的 所 
有 加 项 都 是 0, 而 对 于 前 一 情形 ， 使 用 类 似 于 (22. 2) 内 关于 公式 
(6) 的 论证 , 即 可 说 明 它 也 是 正确 的 . 

前 面 的 讨论 实际 上 说 明了 对 每 一 个 固定 的 a€S 以 及 每 一 个 


WEA, 有 


Snrintin d=0. 0) 
特别 地 ， 四 
min) (pia, 一 由 
ml (po tm(ptio) (tia, .11) 
把 (11) 代 入 (9) (按照 (9) 式 后 面 的 说 明 ,从 ;一 1 开始 求 和 )， 我们 
最 终 得 到 : 
om(K) = (1, Hm) + mW) (Cp, 0) 
+2 避 轩 m(ptia) (+ia, a). (12) 
令 5- (1/2) 己 (18.3), 这 又 可 写成 本 


eJ55 。 


om(1) = (h, p+28)m(p)+2 避 局 m(p+t+ia) (+ia, a). 
(13) 
这 一 公式 仅 有 的 缺点 是 它 仍 含有 6. 但 有 一 个 特殊 情况 ， 此 时 我 
们 知道 mw(19), 即 mC%)=1， 此 外 , 对 所 有 的 正 根 a, 所 有 的 i 之 1， 
过 有 mA tia) 一 一 0， 因 而 可 解 出 (13), 得 到 6 (%, 和 十 28) 一 (十 
8, A+8) — (6, 0). (实际 上 要 直接 计算 。 并 不 困难 ， 见 练习 

23.4.) 这 些 结果 可 归结 为 Freudenthal 公式 ， . 
定理 ” 设 到 = 入 (A) 是 首 权 为 X(AE A+) 的 不 可 约 工 - 模 ， 如 果 

4 人 E 少 则 在 玉 内 的 重 数 mm(4) 可 从 如 下 的 递 推 得 到 ， 
〈《(X 十 9 A+O)— +6, K+))m(p) 


=2 BE mtia) (tio, o), . (14) 


还 必须 看 到 ， 从 mm(X) 一 1 出 发 Freudenthal 公式 提供 了 计 
算 重 数 的 有 效 方法 . 由 于 命题 21.8, (13,4) 的 引 理 0 说 明了 对 于 
MEH, ph, 量 (人士 2, 和 十 83) 一 (上 -3 p+6) 是 非 零 的 ,所 以 
当 这 个 量 等 于 0, 而 JA 时 ，m(1) =0， 于 是 具 要 当 所 有 的 
人 (NA 十 和 o) 二 a>-0) 为 已 知 时 ， 即 ， 当 所 有 的 m(y)， jv< 和 
为 已 知 时 , 就 可 知道 m(Aw)。《(〈 后 面 将 给 出 具体 例子 . ) 

”其 实 ， 只 要 利用 在 Weyl 群 下 共 拒 的 权 具 有 相同 重 数 这 一 事 
实 (定理 红 .2)，Hreudenthal 公式 的 使 用 可 以 变 得 更 加 有 效 . 现 
在 已 经 有 计算 机 程序 进行 所 涉及 的 计算 . 注意 ， 因 为 m(m) 只 是 
作为 商 数 而 出 现 , 故 可 以 用 我 们 认为 方便 的 方法 使 内 积 正规 化 . 


22.4、 例 


为 了 在 任 一 给 定 的 情况 下 使 用 Freudenthal 公式 ， 我 们 必须 
要 计算 4 上 的 双 线性 型 。 前 面 使 用 的 双 线性 型 是 “自然 ”的 (对 侦 
于 Killing 型 的 )， 但 根据 上 面 的 一 段 陈述 , 它 可 以 用 任意 一 个 数 
委 使 之 正规 化 . 一 个 常用 的 方法 是 要 求 根 的 平方 长 度 为 1, 2 或 3， 
最 小 的 是 1( 对 于 沁 的 每 一 个 不 可 约 分 支 )。 或 者 也 可 选择 在 § 12 
内 构造 根系 所 用 的 内 积 。 
, 1656。 
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例 1 LIL=58I(8, F), $= { 土 ca， 土 aa， 土 (oa 十 oo)}，4= {on, 
G2}, 1 = 2 — Na, = 一 Xi 十 2)5， M= (1/8) (2 as), N= (1/8) 
(oa 十 2az)， 要 求 (@, oi) = 了 所 以 (ay a2) = 一 1/2, (Nh 和 0) 一 1/8; 
且 (和, hz)=1/6， 置 入 = 入 十 3As， 则 Freudenthal 公式 导出 表 1 
内 的 重 数 表 .， 为 了 读者 的 方便 ， 也 列 出 了 其 它 数 据 ， 把 权 按 “水 
平 ” 分 组 , 在 计算 m(p) 时 只 需 更 高 水 平 的 数据 ， 读 者 可 照 (21 .8) 
的 图 工 那样 画 一 个 权 图 . 


表 | 

4 m(u) (p46, K+-6) HI 和 二 a 和 2 
从 1 
人 1 
入 一 aa 1 
人 2” 2 
和 一 2ao 1 
A—% ~ 209 2 
A~—201 一 1 
A — 3 1 
人 2 
和 一 上 1 一 3ao 2 
和 A\—01— day 1 
过 2 
A Bay — Zay 1 7/3 —3A1+2%9 
全 -各 1 4/3 | 和 3% 
A—3a1—3ds 2 173 一 2 
人 1 1/3 -一 人 一 2 
A~— da — Bor 1 7/3 一 4 十 )a 
{A~— dm — da 1 4/3 —3A1 ~ 


例 2 设 工 是 型 Gs 的 单纯 代数 ， 工 的 根系 在 (12.1) 内 已 被 
构造 出 ， 回 忆 起 a 是 短 根 , ao 是 长 根 , 所 以 Xa= 2ax 十 aa Xa 3a 
十 2as， 使 用 Freudenthal 公式 所 得 到 的 一 些 数据 列 在 家 2 内 . 权 
mm 十 m2ha 简 记 为 mymms， 每 一 行 代表 同 一 个 首 权 和 ,每 一 列 代表 

同一 支配 权 jv. 和 % 行 与 列 的 相交 处 是 乾 数 (人 仙 它 浪 非 零 
时 ),, 读者 可 验证 这 个 玫 的 一 部 分 . 0 
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表 2 

00 10 01 20 11 30 02 21 40 12 31 50 03 22 
00 1 | | 
10 1: 1 1 
01|.2 1 1 . 
-20. 3 2 1 1 
1| 4 4 2 3 1 
30 5 4 3 2 1 1 
02 5 3 3 2 11 1 
21 9 8 6 5-.3 2 1 1 
和 8 7 5 5 32 1 1 1 
1211010 7 7 53 2 2 1 1 
31 | 16 14 12 10 7 6 4 3 2 1 1 
50|1211 9 8 6 5 3 3 2 1 1 1 . 
03 9 7 7 5 44 3 2 1 1 10 1 
22 12119 1 15 139 7 6 4 32 111 

TT ——— 


22.5. 形式 特征 标 


设 4CH* 是 整 线性 函数 的 格 ， 如 果 玉 =V(%), AE A+, 我们 
考虑 权 人 E 厂 ()) 的 形式 和 ， 每 一 个 多 在 和 中 出 现 四 (由 ) 次 ， 不 过 
在 这 样 一 个 形式 和 里 ，“h 十 vw” 不 是 一 个 理想 的 记号 ， 因 为 它 在 4 
里 已 有 具体 的 意义 . 因此 在 此 引入 4 在 马上 的 群 环 , 记 为 2[ 人 4. 
定义 Z[ 人 4 为 一 个 自由 名- 模 , 带 有 基 元 素 eC%), 它们 与 4 的 元 素 
和 成 一 一 对 应 ， 并 带 有 一 个 加 法 ， 记 为 eb%)+el1)， 如 果 规 定 


oe) el%+p)， 且 利用 线性 性 质 加 以 扩张 ， 则 Z[4] 变 成 交 


换 环 . 《存在 便 等 元 e(0). ) 通 过 对 e(X) 作 置换 ， ce(N) 一 e(aA) ,Xp 
自然 地 作用 在 Z[4] 上 . 

现在 ， 把 六 (%) 的 形式 特征 标 cira 或 o 定义 为 Z[4] 的 元 
案 各 ,a(1el1), 是 有 意义 的 , (因为 当 pv 革 可 () 时 ,rma(j) 一 0， 
深 至 可 把 和 式 扩 展 到 所 有 的 uwE A. 例如, 若 卫 = 红 (2，F)， V(X) 
的 形式 特征 标 为 ; ch ==e( 和 -aX 一) 十 e(% 一 20) 十 …: +e(%~— ma), 
mm 一 《%, a》>。 更 一 般 地 , 如 果 六 是 任意 《有 限 维 ) 工 - 模 , 根 据 Weyl 
。158。 
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定理 以 及 分 类 理论 (§ 21), 存在 本 质 上 唯一 的 分 解 斑 一 矿 (X0) 四 … 
@V (4), NE 4+， 所 以 ojr= 为 oj 可 以 称 为 及 的 形式 特征 标 


注意 : 因为 oc 把 六 的 每 一 个 不 可 约 加 项 内 的 权 空间 作 了 一 个 置换 
(定理 21.2), 所 以 每 一 个 o€W 都 使 chr 不 变 ， 

由 于 下 面 的 结果 ， 对 于 chr 的 了 解 实际 上 有 助 于 我 们 发 现 玉 
的 不 可 约 加 项 . 

命题 人 设 f 一 如 0(X)e(), ol%) EZ， 它 对 于 W 的 所 有 元 


素 都 不 变 ， 则 于 可 用 一 种 ， 且 仅 可 用 一 种 方法 写成 ch CEA') 的 的 
Z 线性 组 合 . 
证 显然 /一 名 oO (名 eo%)). 对 于 每 一 个 使 得 ec) ¥0 


的 XE4+， 支 配 权 w-< 的 集合 是 有 限 的 ((13.2) 的 引 理 B)、 设 
Mj 是 上 述 jp( 对 于 前 述 所 及) 的 全 体 , 故 My 是 有 限 的 . 设 和 EA? 
是 使 得 oCX%) x*0 的 XE A+ 中 的 极 大 元 ， 且 令 f* 一 f 一 6 (%) eh. 

显然 广 仍 然 满 足 命题 的 假设 。 我 们 知道 在 ch 内 出 现 的 支 
配 权 多 都 满足 w<X， 所 以 它们 都 在 Mj 内， 这 说 明了 MpcC Mi. 
由 于 入 竺 Mj 这 一 包含 关系 是 真正 的 。 对 于 Oard(Mf7) 作 归 纳 法 ， 
我 们 可 把 户 写成 所 需 的 形式 ,于 是 了 也 有 所 需 的 形式 ， 作 为 归纳 
法 的 起 点 ,注意 到 Card(ay) =1 的 情形 是 平凡 的 ， 因 为 在 这 样 的 
情况 下 ， 极 小 支配 权 和 是 在 了 内 出 现 的 仅 有 的 支配 权 ， 所 以 /~ 
ecjo， 这 里 o 加 一 玉 s(oX)， 唯一 性 的 论断 留 给 读者 (练习 8) .四 


下 面 的 命题 显示 了 形式 特征 标的 一 个 长 处 : 它们 可 以 相 乘 . 
命题 8B 设防 到 是 (有 限 维 ) 矿 模 ， 则 oprew 一 ojr.ojpr、 
证 一 方面 ,根据 (6.1) 中 所 定义 的 工 在 VE@W 上 的 作用 方 
式 ,，V@W 的 权 为 形 如 和 +4(% 是 六 的 权 ，p 是 全 的 权 ) 是 显然 
的 。 它 们 出 现 的 重 数 为 ; 
> my(w) mw (mr') 


部 十 吉 一 入 十 内 


( 见 练 习 21.7)。 这 正 是 由 cjr 形式 地 条 ohr 记得 到 的 结果 .时 
“dg69 


练 习 

1. 设 XE A+, 不 使 用 Freudenthal 公式 ,证 明 : 对 aE4 及 0<k< ,a)， 
有 wa(X 一 加 ) 一 工 

2. 证 明 oz 是 在 其 (Z) 的 中 心 内 ( 见 (33.2)7)。【 模 仿 (6. 约 内 的 计算 ， 但 
略 去 少 .] 再 证 明 cz 同志 所 选择 的 基 是 无 关 的 .. 

3. 在 (22.4) 的 例 1 内 , 确定 权 的 -轨道 ,由 此 直接 验证 #- 共 斩 权 有 同 
样 的 重 数 ( 见 定理 21.2)。[ 参 看 练习 13.12.]: 

4. 验证 (21.3) 的 图 1 中 所 标 出 的 重 数 . 

5, 使 用 Freudenthal 公式 以 及 在 (22.4) 的 例 1 中 提供 的 As 的 数据 , 计 
算 了 (CA)，X 一 2M4 十 213 的 重 数 ， 尤 其 是 验证 dim VX) =27 以 及 权 0 的 重 数 
是 3 画 出 权 图 . 

6 对 型 cs 的 己 使 用 (23.4) 的 表 3 确定 V(X), 和 一 A+ 的 所 有 权 及 
其 重 数 . 计算 dim V(X) =286。 [参看 练习 13.12,] 

7. 设 工 = 红 (2,F)， 而 且 把 mz 看 作 整 数 m。 利 用 (23.5) 的 命题 A，B 
以 及 定理 7.2， 推 导出 Clebseh-Glordan 公式 ; 若 mn<m, 则 了 (oJQ@T(y 兰 了 
《m+n)BV 《mn 一 2)@@…@V(m 一 起 ， 总 共 w+1 个 加 项 ，( 参 看 练习 

7..6.7 

8. 证 明 命 题 33.5A 的 唯一 性 部 分 . 

【附注 】 

， 了 reuGqnthal 公式 的 证 明 取 自 了 aoobson[1]; 也 参见 Freudenthal[1] 和 Freuden- 
tbal-de Vries[ 切 。 权 于 计算 , 可 参 填 Agrawala, Belinfante [1], Beck, Kolman[1]， 
Krusemeyer[1], Burgoyne, Williamson[1]. 一 种 不 同 的 算法 已 由 Demasgure[J] 发 
现 。 表 2 的 数据 取 自 Springer[1]。 


23. 特征 标 


” ”在 此 目 的 是 证 明 Harish-Ohandra 定理 ， 它 与 无 限 维 模 . ZC%), 
AEH*(20. 8) 相 伴 的 “特征 标 ” 是 有 关 的 ， 这 一 定理 在 $ 24 中 ， 被 
用 于 获得 关于 有 限 维 模 特征 标的 Weyl 经 典 结 果 的 一 个 简单 代数 
证 明 。 作为 预备 知识 (她 有 它 独 自 的 意义 )， 我 们 将 在 (23.1) 内 证 
明 一 个 关于 “提升 ” 不 变量 的 了 定理 ， 这 些 都 不 依 名 于 
Er 和 bdentbal 公式 (22.8) 
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如 .1. 不 变 多 项 式 函 数 


如 果 亚 是 有 限 维 向 量 空 间 , 对 称 代数 (V*) ( 见 (17 .1)) 被 称 
为 六 上 的 多 项 式 代数 , 记 为 第 六)， 当 六 的 一 个 固定 基 (.Pa，…， 
fo) 给 出 后 ,第 (PV) 就 变 得 和 ”个 变量 户 …， 户 的 多 项 式 代 数 同 祥 
了 . 在 这 一 小 节 里 我 们 考虑 第 (Z 和 弟 ( 瑟 )， 

因为 权 格 4 张 成 了 五” EA 的 多 项 式 张 成 了 第 ( 且 )， 应 用 
配 极 法 (练习 本 后 ， 纯 敌 灶 (ME 4，EkE2Z1+) 已 经 足够 张 成 第 (H) 
了 。 现在 考虑 ‰p， 它 作用 在 瑟 " 上 ， 从 而 作用 在 第 (五 ) 上 ， 设 
第 (及 )” 是 由 关于 所 有 的 co€ WY 不 变 的 多 项 式 函 数 所 构成 的 子 代 
数 ， 这 就 是 五 上 的 -不 变 多 项 式 函 数 的 代数 . (例如 ， 若 = 
红 (2, F), 和 == 基本 支配 权 ， 则 第 (及 )” 是 由 尖 生 成 带 1 的 代数 .) 
如 果 用 8ymy 表示 fE 第 (五) 的 所 有 不 同 的 WY- 共 轿 元 之 和 , 则 显 | 
然 所 有 的 SymX* (XE At+, ZEZ +) 的 集合 张 成 了 第 (已 )”% 这 是 
因为 每 一 个 人 E4 是 ~- 共 固 于 一 个 支配 整 线性 函数 的 ( 引 理 
13.2A). 

然后 设 9=IntL， 它 由 所 有 的 exp ad x (z 等 零 ) 生 成 ， 则 G 
通过 (of) (4%) 一 f (ow) (ccEG，jE 第 (万 ) 自然 地 作用 在 第 () 
上 ， 用 第 (I) 表示 第 (ZL) 的 不 变 元 素 ， 它 们 是 工 上 的 G- 不 变 多 
项 式 函 数 . 

G- 不 变 多 项 式 函数 的 很 多 例子 可 以 如 下 地 通过 表示 理论 被 
构造 出 来 . 设 %:7Z>gf(F) 是 工 的 (有 限 维 ) 不 可 约 表 示 ， 首 权 是 
和 EA+, 而 且 设 *EN=TIL, 0 一 expadz， 定 义 一 个 新 的 表示 入: 
I>81(7) 为 (2) 一 $(o(z)), zEL. (检验 它 确实 满足 (Iey]) 
= [多 zw $r"y]，) 显 然 姑 仍然 是 不 可 约 的 . 如 果 w+ EV 是 一 个 极 
大 向 量 ， 且 是 任 一 正 根 , 则 如 (ce) (o+) 一 $((1+ad z+ (ad2)2/ 
21 十 …) (zs)) (v1) 一 0, 这 是 由 于 括号 里 的 万 的 元 素 仍然 在 内 . 
此 外 , 《有 (2+) 一 出 (十 [2 癌 ) Co) 一 区 (7 (w+) 一 (hv+, 这 是 因 
为 [zR] ED, 4$(N)(v+) 一 0。 换 名 话说， 久 对 于 新 的 表示 仍然 是 
权 入 的 极 大 向 量 ， 所 以 这 两 个 表示 中 和 各 是 等 价 的 〈 即 ; 左上 的 
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这 两 个 工 模 结构 是 同 构 的 (20.3))、 设 如 :7~> 太 是 矿 模 同 构 , 使 
得 如 (%(z) (o)) = 各 (z) (Wo(v)), 对 所 有 vwEV， 具 体 地 说 ,Wo 正 
是 六 里面 的 基底 变换 ， 而 且 这 一 等 式 说 明了 $(z) 和 (2) = 
(co) 的 矩阵 (关于 了 的 一 个 固定 的 基 ) 是 相似 的 ， 于 是 , 它们 有 
相同 的 迹 ， 如 果 4EZ+， 可 知 函数 HTr(g(o)9 是 -不 变 的 ， 
但 这 是 一 个 多 项 式 函 数 ， 因 为 从 %(z) 的 (线性) 坐标 函数 出 发， 
四 (2)* 的 各 元 素 都 是 它们 的 多 项 式 ， 而 迹 又 是 这 些 多 项 式 的 线性 
组 合 ， 也 请 注意 迹 函 数 的 不 变性 与 基底 (或 正 根 ) 的 选取 无 关 ,其 
至 与 玉 的 选取 无 关 ， 所 以 实际 上 zt>Tr($(%)”) 是 关于 G 的 所 有 
生成 元 不 变 的 ( 见 练习 16.2), 从 而 也 关于 G 不 变 . 

现在 比较 第 ()s 与 第 (及)”( 这 正 是 整个 讨论 的 要 点 )， 工 上 
任 一 多 项 式 函 数 当 限制 于 吾 上 时 , 是 豆 上 的 一 个 多 项 式 函 数 : 当 
互 的 一 个 基 被 扩展 为 工 的 基 , 并 且 了 被 写成 它 的 对 偶 基 元 素 的 多 
项 式 时 ， 可 以 清楚 地 看 出 这 一 点 ， 如 果 j 又 是 G- 不 变 的 ， 则 它 对 
于 每 一 个 在 (14.3) 内 构造 的 内 自 同 构 re(aES) 更 是 不 变 的 .但 
rz 是 反射 ve， 上 且 we 生成 了 xb， 故我 们 看 到 了 IaE 郧 ( 耳 )”， 这 
样 , 就 得 到 一 个 代数 同 态 0. 吊 (I) 5 一 第 ( 且 )”. 

” 定理 (Chevalley) 0 是 满 射 

证 (Steinberg) 据 上 述说 明 ， 只 要 证 明 每 个 Sym (XE 4 
4EZ2+) 落 在 9 的 象 集 内 即 可 ， 为 此 我 们 对 4+ 的 半 序 使 用 上 升 归 
纳 法 , 并 从 最 低 的 入 出 发 (可 能 是 0)，( 回 忆 引 理 13.2B， 位 于 已 
知 权 之 下 的 支配 权 只 有 有 限 个 . ) 因 为 入 是 最 低 的 ， 没 有 其 它 的 
WE 4* 能 够 作为 首 权 X 的 不 可 约 表示 乡 的 权 ， 根据 定理 20.2， 
21.2, 由 中 仅 有 的 权 是 和 的 W- 共 轮 元 ,而且 都 是 一 重 的 ， 现 在 
o>Tr($(w)") 是 一 个 G- 不 变 多 项 式 函数 户 它 限制 于 鼠 上 是 
SymX, 所 以 Sym 和 *=0(7). 

作为 归纳 法 的 步骤 , 先 固定 入 E A+, FEZ+， 仍 然 用 由 表示 首 
权 和 的 不 可 约 表示 ,了 代表 阔 数 z+>Tr($(z)). 则 了 lg 一 Sym 和 十 
ms(4)Sympw*( 定 理 21.2), 这 里 的 利 式 取 遍 1%,，J1EA?， 根 
据 归 纳 法 假设 , 涉及 到 jvsxX 的 项 都 可 提升 到 种 (Z)9, 所 以 Sym 入 
*。163 。 


也 是 可 提升 的 ， 痢 

让 我 们 对 轴 (Z)9 作 进一步 观察 ， 把 上 述 多 项 式 函 数 >Ir 
(g$(z)") 称 为 迹 多 项 式 ， 如 果 %w=zs 十 zn 是 2 的 Jordan 分 解 ， 则 
(2) 一 (zs) 十 $(z,) 是 四 (z) 的 (通常 )Jordan 分 解 ( 见 (6.4)), 因 
为 四 (ws) 与 (zn) 可 交换 ， 在 ($v,) 十 (zx,))* 的 展开 式 内 ,除去 
四 (zo)” 外 , 其余 的 项 均 为 等 零 , 从 而 是 迹 为 0 的， 所 以 迹 多 项 式 的 
值 完全 由 它 在 工 的 半 单 纯 元 素 上 的 值 所 确定 ， Ohevalley 定理 的 
证 明 实 际 上 说 明了 6 把 由 迹 多 项 式 所 生成 的 子 代 数 补 轴 ( 世 )9 映 
到 第 (五 )” 上 。 其实 , 0]z 既是 满 射 的 , 又 是 内 射 的 因为 6(f) =0 
意味 着 ,fjz= 0 而 荆 的 每 个 半 单 纯 元 素 都 位 于 某 个 极 大 环 面子 
代数 之 内 , 故 由 (16.4), 它 在 之 下 共 罗 于 五 的 一 个 元 素 ， 因 此 
了 在 工 的 所 有 半 单 纯 元 素 上 等 于 0 就 迫使 f=0 (根据 上 面 的 说 
明 ). 

运用 某 些 初 等 的 代数 几何 ( 见 后 面 的 附录 )， 可 以 直接 证 明 ， 
9 是 内 射 的 。 作 为 一 个 推论 , 黑 (Z)9 由 迹 多 项 式 生成 (不 过 我 们 
并 不 需要 这 些 结果 . ) 在 (28.8) 内 可 使 用 9-5 但 是 读者 可 查证 , 那 
里 的 论证 实质 上 并 不 依赖 于 6 的 内 射 性 . 


238.2， 标 准 循环 模 与 特征 标 


设 8 是 刀 ( 世 的 中 心 ， 就 是 与 所 有 的 ozEUCL) 可 交换 的 元 素 
的 集合 , 或 等 价 地 , 是 与 所 有 的 xE 工 可 交换 的 元 素 的 集合 ， 自 同 
构 es-> 厂 可 唯一 地 扩张 为 1(Z) 的 自 同 构 ， 所 以 作为 特例 ，G 一 
Int 荆 作用 在 (ZL) 上 , 它 把 3 映 到 自身 ， 以 下 的 事实 将 在 (23.3) 
内 被 用 到 . 

引 理 3 正 是 (的 G- 不 变量 的 集合 . 

证 一 方面 , 3 与 所 有 每 零 =E 荆 可 交换 , 故 0~ [wz] =ad w(2) 
(2E3)， 且 expadw(z) =z， 这 意味 着 所 有 的 cEG 都 使 z 不 
变 、 反 过 来 , 设 G 使 (IL) 的 一 个 元 素 4s 不 变 ， 固 定 一 个 根 a€ 外 
且 取 0*xo EI， 车 n=ad wo, 且 设 of 尖 0 而 吉 t1~0， .然后 在 F 内 
选取 t+ 工 个 不 同 的 纯 量 ia …, arr (这 是 可 能 的 ,因为 F 无限). 
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据 假设 ，1 二 am 十 (@2/21) 十 … 十 (ai/t1) 吕 使 2 不 变 (1 和 及 寻 
1)。 行列 式 
1 a /2! ai/t! 


1 a /2! oe rt! 
是 Vandermonde 行列 式 I(% ~ 关 0 的 (2131… 刀 )-! 倍 ， 所 以 
可 找到 纯 量 2，…， ji+u 满足 : mn 一 说 bi(expam)，( 严 格 地 说 , 这 


是 在 UCL) 内 由 zz 所 生成 的 (有 限 维 ) 太子 模 的 自 同 态 空 间 里 被 施 
行 的 , 见 练习 17.8. ) 作 为 其 特例 , ad wa(z) 一 bexp(ad aa) (oO) 一 
( 王 0)z， 因 为 ad wo 是 窜 零 的 , 故 了 2 =0，[zw 2m] =0， 但 x。 生 
成 工 所 以 z 中 心 化 工 且 wwE€3, 这 正 是 所 要 求 的 . 目 

可 以 说 , 普遍 Casimir 元 素 O05(22.1) 属 于 8: 只 要 模仿 (6.2) 
的 计算 , 略 去 史 即 可 . 

接 下 去 我 们 要 问 ，8 是 如 何 作用 在 (20.3) 中 所 构 作 的 无 限 维 
模 2(X), EH* 上 的 ? 如 果 w+ 是 ZC%) 的 极 大 向 量 , 且 zE3, 注 
意 到 hh.z.vt=z.h.vt=Ah)z. vt (hEDH), 以 及 ve.2. Vt z..a .Vt 
一 0(zo€Lo, a>0)， 所 以 z.v+ 是 权 入 的 另 一 个 极 大 向 量 , 按照 定 
理 20.2, z.v+ 必须 是 v+ 的 纯 量 倍 ， 即 x,《z)v+。 这 样 得 到 的 函数 
xx 3 了 >F 是 一 个 F 代数 同 态 , 称 为 由 入 确定 的 特征 标 . 

很 清楚 ，2Z (%) 中 那些 被 2€ 3 作用 相当 于 用 zx( 乡 作 纯 量 乘 法 
的 向 量 的 集合 是 世 ( 妃 -不 变 的 ， 且 包含 灶 ， 从 而 必定 是 整个 
2Z(%)， 因此 zE3 作用 在 G(X) 的 任 一 子 模 上 都 是 用 x(z) 作 纯 量 
乘法 (作用 在 Z(%) 的 任 一 同 态 象 上 也 是 类 似 的 )， 

其 实 ， 所 有 的 x,(X%E 器 ") 并 不 是 各 不 相同 的 .为 了 得 到 特征 
标 相 等 的 精确 条 件 , 当 入 ,jE 吾 "， 且 和 +5 和 二 6 为 交 - 共 示 时 
《这 里 的 6= 正 根 之 和 的 一 半 ， 见 (13.8))， 则 称 入 和 凡是 连接 的 
〈 记 作 入 ~ 内， 显然 , 连接 是 一 个 等 价 关 系 . 在 此 我 们 只 关心 整 线 
性 函数 《〈 即 4 的 元 素 )。 选取 ELo(ax0)， 和 加 EZ-。， 使 [csd 


ho, 
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a 


命题 设 和 EA aG 4 如 果 整 数 名 一 <%， o> 是 非 负 的 ， 则 
2) 内 蝶 + 的 陪 集 是 权 和 一 (m 十 了 a 的 极 大 向 量 。 

证 使 用 引 理 21.2 的 公式 ,以 及 加 一 人 a :1€E1(%)(20.3) 
可 得 证 . 量 

推论 设 和 EA4, a€4， j=0a(%+6) 一 6， 则 久 =% 

证 因为 0 把 a 以 外 的 正 根 作 一 置换 , 且 把 a 变 成 一 a( 引 理 
10.2B)， 故 ou8 一 = 一 ca。、 因 此 /= oo( 十 3) 一 = 一 ax 一 入 一 
(<%, @》 十 1)a。， 根 据 假设 ,<%, a》EZ， 如 果 这 个 数 非 负 ， 则 上 面 
的 命题 已 经 证 明 Z 扩 ) 包 含有 ZC) ( 异 于 0) 的 同 态 象 ， 因 此 根据 ， 
更 前 面 的 说 明 , x 一 x 如果 《%, 0) 是 负 的 , 则 《, oa》 = a》 一 2 
(oo 二 了 = 一人， 办 一 2 是 非 负 的 (除非 《人 %, oy》 一 1， 但 此 时 
b= 入 ， 没 有 什么 要 证 的 )、 用 录 代 震 入 ,使 用 上 述 命题 ， 再 次 得 出 
Xx:—x. 

这 一 推论 说 明了 ， 由 一 个 单反 射 连接 的 两 个 整 线 性 函数 导致 
同一 个 特征 标 。 利 用 连接 关系 的 可 迁 性 以 及 W 由 单反 射 生成 这 
一 事实 (定理 10.3(d)), 我 们 可 得 一 个 更 强 的 叙述 

推论 ， 设 和 LEA， 如 果 入 ~, 则 x 一 xs. 四 

这 是 Harish-Chandra 定理 ( 见 (23.3)) 的 易 证 的 那 一 半 ， 以 
下 我 们 可 看 到 怎样 把 它 扩展 到 包括 所 有 的 和 EH*, 但 是 本 书 
所 需要 的 只 是 整 线性 函数 的 情况 . 


.3. 也 arish-Chandra 定理 


定理 (Harish-Ohandra) 设 和 A 和，JWEH*， 如 果 x, = Xs， 则 
入 作风 . | 

这 一 小 节 主 要 是 证 明 此 定理 ， 证 明 的 思路 是 不 难 理解 的 , 但 
有 许多 映射 需要 我 们 理 清楚 .首先 辕 定 工 的 一 个 方便 的 基 ， 敬 如 
说 th T<4<8 xzo yo, 0>0}， 其 中 加 = 4= {my …, qj}， 然 
后 按照 下 述 顺 序 ，% 在 前 ， 接 着 是 如， 随后 是 zo。， 构 作 (ZL) 与 
术 (如 ) 的 PBW 基 .， 如 下 定义 线性 映射 £: 匠 ( 荆 >( 瑟 ), 它 把 如 ， 
…; hh 的 基 单 项 式 都 映 成 自己 , 而 其 它 基 元 素 都 映 咸 0，. 
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如 果 w+ 是 不 可 约 模 六 (X), 和 EH" 的 极 大 向 量 , 考虑 zE3( 用 
上 面 的 PBW 基 表 出 ) 是 怎样 作用 在 2+ 上 的 .在 单项 式 再 内 It 
开心 中 如 果 有 某 一 js>0, 它 就 使 0+ 变 成 0， 而 如 果 所 有 的 二 
0, 但 某 一 加 >0, 则 它 先 把 0+ 变 成 它 自己 的 倍数 ,然后 再 变 到 较 低 
的 权 向 量 ， 所 以 仅 有 那些 使 所 有 的 记 =0=js 的 单项 式 才 对 特征 
值 x.(z) 起 作用 ， 由 此 立即 可 得 (E 同 前 ): 

xx(z) —A(EC2)), EB. (*) 
(% 吾 ->F 可 以 典范 地 扩张 成 结合 代数 的 同 态 其 (五)>F，) 根据 
(*), 请 注意 6 对 8 的 限制 是 一 个 代数 同 态 . 

必须 设法 把 8 牵连 进去 ， 这 可 以 如 下 进行 ， 把 每 一 个 为 变 
为 为 一 怀 再 利用 线性 性 质 ， 可 扩张 成 一 个 映射 五 ->1( 互 )， 这 是 
一 个 李 代数 同 态 ( 因 所 有 李 乘积 是 0), 故 可 扩张 为 同 态 % (五 )-> 
U( 五 )，、 显 然 , ”是 一 个 自 同 构 ( 它 的 道 映射 把 及 有 映 成 加 十 1)， 设 
由 8>U( 玉 ) 是 复合 同 态 mo6|a, 回想 起 (13.3) 中 6~ 凌 N(N 是 4 
内 的 基本 支配 权 )， 所 以 6(h) 1， 从 而 
(M+ hI) = (十 及 0 一 (十 3) (D =A +1) —1=X(h). 
因此 (+O) Ve)) =XCGE()) CEB, MEH'). C**) 
将 (**) 式 与 (*) 式 联 立 后 ， 可 知 办 (z) = (二 3) (2))， 现 在 设 入 
是 整 线性 函数 ， 根 据 (28.2) 的 推论 ， 所 有 的 共 示 元 oCX+8) 都 在 
由 (z) 上 取 同 样 的 值 ; 等 价 于 说 :4= 和 +6 在 由 (z) 的 所 有 %%- 共 轰 元 
上 取 相 同 的 值 。 这 个 结论 对 所 有 的 和 E4 都 是 正确 的 ， 因 而 对 所 
有 的 wE A 也 正确 ， 从 而 所 有 的 线性 函数 在 由 (2) 的 一 切 op* 共 斩 
元 上 都 取 同 样 的 值 ， 但 这 样 一 来 ，W 必定 使 由 (z) (zE8) 固定 不 
闪 ， 又 由 于 五 是 Abel 的 ， 可 把 这 里 的 妇 ( 瑟 ) 换 成 对 称 代数 
(及) ( 例 17.2)， 所 以 ， 结 论 是 ; 由 把 8 映 入 S(H)”( 即 @(H) 
中 被 Y 固定 的 元 素 ). 

已 经 证 明 对 所 有 的 XAEH", 有 x,(z) = (X46) (wy(z)),，(z€ 8) 
成 立 ， 此 外 ,由 (外 是 VW- 不 变 的 , 故 用 (十 全 代替 和 十 3 时 , 右边 
不 发 生变 化 。 于 是 若 ~A(w 通过 a 与 入 连接), 则 为 (2) 一 次 (2)， 
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这 就 证 明了 (28.2) 的 推论 ' 可 扩展 到 对 所 有 的 和 ，kE 及 "上 , 如 同 
那里 所 论述 的 . . 

我 们 已 看 到 xz) = (十 8) (y(2))， 和 E 互 *。 假定 办 一 xy 则 
和 二 3 与 w+3 在 沙 (8) 上 相同 ， 而 岁 (3) 又 在 人 6( 豆 )* 内 ， 为 了 证 
明 Harish-Chandra 定理 ， 必 须 证 明 入 +6 与 十 6 在 YW 之 下 共 
罗 ， 根 据 下 述 引 理 , 只 要 证 明 由 (8) (及 )” 就 够 了 . 

引 理 设 h, MEH' 位 于 不 同 的 W- 轨 道中 ， 则 和 , 和 a 在 
(及)*(= 第 (及 ") 的 某 一 个 点 上 取 不 同 的 值 . 一 

证 这 是 初等 的 ， 只 需 用 到 YW 的 有 限 性 ， 先 选取 全 (五) 内 
的 某 一 多 项 式 , 使 不 为 0， 但 是 )a 的 所 有 其 它 W- 共 儿 元 以 及 
和 的 所 有 W- 共 思 元 都 为 0，( 为 什么 有 这 样 的 多 项 式 存在 ?) 把 这 
一 多 项 式 的 象 加 起 来 , 就 得 到 (五 )” 的 一 个 元 素 , 在 其 上 ，) 等 
于 0, 而 ) 不 是 0. 上 

余下 的 工作 是 证 明 由 把 8 映 到 G( 囊 )” 上 ， 在 此 还 必须 引入 
一 个 映射 ， 回 顾 名 (Z) 可 以 等 同 于 &(Z) 内 的 对 称 张 量 空 间 , 这 一 
空间 与 典范 映射 zx， 网 (一 (I) 的 核 y 互 余 (定理 17 .3 的 推论 
). 设 G= IntZ, 如 同 (23.1), G 作用 在 &(Z) 上 ， 显 然 名 ( 甩 和 
了 在 G 的 作用 下 不 变 ， 所 以 线性 同 构 x，G(L)->U1(L) 实际 上 是 
G- 模 的 同 构 . 用 (I) 表示 被 9 固定 的 元 素 的 子 空间 (其 实 是 子 
代数 )， 按 照 引 理 23.2，z 把 6(Z)9 映 到 8=(Z)e 上 ，( 注 意 
w 不 是 代数 同 态 , 只 是 线性 映射 ) 

现在 有 ;GE(Z)"33 疙 名 ( 吾 )” 这 与 (23.1) 内 所 研究 的 结 
果 ， 第 (0 心肌 ( 互 )" 之 间 有 着 惊人 的 相似 性 ， 在 此 ， 借 助 于 
Killing 型 ( 它 在 工 和 互 上 都 是 非 退 化 的 ), 可 分 别 把 荆 与 了, 互 
与 互 "( 用 典范 的 方式 ) 等 同 起 来 ， 并 且 G,W 的 作用 与 这 一 等 同 
是 相 容 的 ， 考 虑 这 样 所 得 到 的 图 
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不 足 的 是 ， 这 个 图 不 完全 是 交换 的 。 为 了 要 看 出 应 该 怎样 继续 下 
去 , 现在 先 看 一 个 简单 的 例子. 

全 设 -AI(2, 站 ,各 有 标准 基 (sy 及 .借助 King 弄 , 对 
偶 基 (z*， "如 ) 可 以 等 同 于 (了 多 主 名 二 所) (练习 5.5). 如 果 
和 是 基本 支配 权 (% 一 去 a)， 则 在 此 入 与 大 等 同 ， 且 双生 成 了 


第 (五 )” 入 是 工 的 自然 表示 的 首 权 , 简单 的 计算 (练习 1) 即 能 说 
明 迹 多 项 式 办 十 or 等 于 0-1(X?)， 把 第 (如 5 与 6(L)5 等 同 后 ， 
它 就 变 成 了 对 称 张 量 (1/64) (h@R) + (1/32) (wz@y 十 yz)， zt 把 
这 一 元 素 映 到 (1/6 名 如 十 (1/82)zy 十 (1/82)yzw E83， 接 下 去 ,为 了 
计算 在 业 下 的 象 ， 必 须 把 这 一 元 素 写 成 PBW 基 ( 关 于 序 y, 
2) 的 形式 ， 即 (1/64) 加 十 (2/32)grw 十 (1/82)h， 把 它 映 到 
(1/64) (1 二 28)， 然 后 再 把 它 映 到 芯 - 不 变量 (1/64)( 妃 一 匡 ， 
再 转化 到 第 (五 )”， 就 导致 2 一 1/64， 因 而 这 一 图 确实 不 能 交换 ， 
虽然 如 此 , 这 一 偏离 程度 却 是 用 比 初始 元 素 低 “次 ”的 不 变量 (这 里 
是 纯 量 1/64) 来 度量 的 ，， 

这 个 例子 启发 了 我 们 如 何 证 明 由 是 满 射 的 (对 于 引 (3，FE)， 这 
就 是 证 明 ! )、 首先 ， 约 定 把 条 (I) 与 (ZL) 等同 ; 第 ( 吾 )w 与 
EC(Z)” 等同。 如 果 全 (已 ) 内 的 一 个 多 项 式 在 六" 下 不 变 ， 则 显然 
它 的 齐 次 部 分 也 如 此 ， 所 以 只 要 把 齐 次 多 项 式 提升 到 8 就 够 了 . 
特别 地 , 我 们 可 对 次 数 施行 归纳 法 (常量 显然 是 可 提升 的 ). : 

在 此 ， 映 射 06 和 ow 在 本 质 上 是 相同 的 (回想 一 下 它们 的 定 
义 ), 只 不 过 在 应 用 之 前 必须 把 “对 称 ”元 素 x(/) 写 成 PBW 基 的 
形式 这样 就 引进 了 一 些 新 的 项 ， 但 若 了 的 次 数 是 及 则 x( 用 是 
1(CZ) 的 项 v4…wy 之 和 (my 取 在 二 的 固定 基 元 素 之 中 )， 所 以 通过 
交换 得 到 的 新 项 显然 具有 形式 z.…wy(j 过 及， 

映射 ( 它 把 加 变 成 为 一 1) 对 于 人 (五 ) 内 的 多 项 式 的 最 高 次 
项 不 起 作用 . 结果 是 这 样 的 : 当先 用 0-1, 接着 用 mm 然后 用 绕 
图 一 图 时 , 可 重新 获得 ( 且 )” 的 原始 齐 次 元 素 , 不 过 是 在 以 较 低 
次 项 为 模 的 意义 下 .根据 归纳 假设 ， 较 低 次 数 的 项 已 经 是 3 的 元 
9 63 。 


素 在 少 下 的 象 , 这 样 就 完成 了 所 需 的 论证 . 时 
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、 在 本 节 里 一 个 尚未 证 明 的 事实 是 , 限制 映射 旱 (L)*> 第 ( 吾 )” 是 内 射 的 
(23.1)、 这 一 事实 对 于 Harish-Chandra 定理 的 证 明 是 非 本 质 的 ， 但 是 如 果 
忽 路 了 它 ， 也 是 不 应 该 的 ， 在 ( 仿 射 ) 代 数 几 何 学 中 ， 它 可 被 令 述 为 一 个 简单 
的 稠密 性 论证 . 

设 A= P" ( 称 为 仿 射 -空间 )， 在 此 不 考虑 A 的 向 量 空间 的 结构 ， 设 
F[T]~F[T3, …, Tj] 是 4 个 不 定 元 的 多 项 式 环 ， 如 果 I 是 FET] 内 的 一 个 理 
想 , 令 YI 一 亿 = (za …， 25s)EAIf(z) =0 对 所 有 的 fEI}， 把 集合 (7) 
规定 为 闭 集 ,就 可 把 A 拓扑 化 : 显然 8 与 A 是 闭 集 , 且 易 验证 , 闭 集 的 有 限 并 
集 或 任意 交集 仍 是 闭 集 ( 警 如 说 ,利用 Z( 忆 To) 一 门 Y(Is))。，A 上 的 这 一 拓 
扑 被 称 为 Zariski 拓扑 . 〈 当 F 一 有 或 C 时 ，Zariski- 闭 集 关 于 F* 上 通常 的 拓 
扑 也 是 闭 集 , 但 反之 不 一 定 正确 .) 

如 果 疙 2 人 FF 末 ,函数 zr>f(z)(A 一 F) 称 为 A 上 的 多 项 式 函数 . 显然 
这 样 一 个 函数 在 Zariski 拓扑 内 是 连续 的 ,这 里 的 F 被 赋予 了 仿 射 二 空间 的 
Zariski 拓扑 。 因 为 f 是 无 限 的 ,A 上 为 零 的 多 项 式 只 可 能 是 零 多 项 式 . 

如 果 A 的 一 个 子 集 不 能 被 这 样 的 两 个 财 集 共同 覆盖 :它们 中 的 每 一 个 
闭 集 都 不 能 单独 覆盖 此 子 集 ， 则 称 此 子 集 为 不 可 约 的 . 《“ 不 可 约 "意味 着 “ 连 
通 ”, 但 反之 不 一 定 对 .) | 

引 理 A 是 不 可 约 的 . 

证 设 A=7Y(na)UyY(I)， 且 假定 这 两 个 闭 集 都 是 真子 集 ， 则 了 =0 
1, 和 0. 设 fEL, gEls 是非 零 多 项 式 , 则 fg<*0, 但 fg 在 A 上 便 等 于 0, 这 
是 芒 雇 的 . 由 

推论 A 内 任意 非 空 开 集 是 黎 密 的 . 

证 设 鼠 是非 空 开 集 ， 如 果 也 不 是 稠密 的 ， 则 存在 A 的 非 空 开 集 本 
Zn Y~ 外 此 时 闭 集 A 一 局 A~ 是 真 子 集 ,而 且 覆 盖 A, 这 与 上 述 引 理 相 
地 盾 . 独 
: ， 现在 回 到 § 23 的 情形 L 是 半 单纯 的 , 互 是 CsA( 等 等) 圈定 工 的 一 个 
基 , 使 得 工 等 同 于 一 个 仿 射 9 空间 人 =dimZ)， 且 弟 ( 世 ) 千 同 天 上 述 章 义 下 
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的 多 项 式 函 数 ， 关 于 这 个 基 , 把 adz 写成 ”x% 上 矩阵 ， 它 的 坐标 是 二 上 的 线 
性 函数 (从 而 是 多 项 式 函 数 )， 同 时 设 了 是 一 个 不 定 元 ， 并 且 ( 对 于 ZEZ) 记 


Po(7) =aaz 的 特征 多 项 式 = 六 ci(z)7'， 显 然 “都 是 工 上 的 多 项 式 函数 ， 


我 们 把 使 得 cn 不 恒 等 于 0 的 最 小 整数 m 称 为 工 的 p- 秩 , 且 若 cn(z) 只 
0 则 称 zEz 为 p- 正 则 的 .也 就 是 说 , z 是 p- 正 则 的 , 当 且 仅 当 作为 adz 的 
特征 值 的 0 具有 最 小 重 数 时 ， 这 说 明了 z 为 p- 正 则 ， 当 且 仅 当 z 为 p- 正 则 
《因为 它们 有 同样 的 特征 多 项 式 ); 特别 , p- 正 则 的 半 单 纯 元 素 是 存在 的 ， 显 
然 工 的 所 有 p- 正 则 元 素 的 集合 2 是 开 的 , 由 于 它 是 开 的 , 又 是 非 空 的 , 故 它 
是 稠密 的 (根据 上 述 推论 ). 

如 果 zELK 是 半 单 纯 的, 则 z 在 一 个 极 大 环 面子 代数 内 , 故 共 因 定理 意味 
着 + 在 G 之 下 共 堪 于 五 的 某 一 元 素 ， 但 车 hE 肪 , 我 们 知道 dim Cz(h)>1= 
rank 工 ; 我 们 也 知道 互 中 有 这 样 的 元 素 ( 称 为 正则 的 ), 对 于 它 ,-dim Cz(h) ~ 
15.3)， 因 为 广 正则 的 半 单 纯 元 素 存 在 ， 它 们 必须 与 正则 半 单 纯 元 素 重 合 
( 且 m= 但 是 除了 0 以 外 ， 没 有 一 个 短 零 元 能 够 中 心 化 一 个 正则 半 单 纯 
元 素 ， 联 系 到 前 面 一 段 , 可 知 = 为 p- 正 则 ,意味 着 +z,， 这 就 容许 我 们 把 
揽 述 为 所 有 正则 灶 单 纯 元 素 的 集合 . 

现在 令 fE 第 (L)5, 了 ja 一 0. 这 意味 着 了 在 2 上 等 于 0, 而 2 是 稠密 的 ， 
所 以 f=0. 于 是 人 第 (LIL)? 第 (ED 是 内 射 的 . 


练 习 


.1. 在 (23: 3) 的 例子 中 , 验证 所 给 出 的 迹 多 项 式 是 正确 的 . 

2， 对 于 型 As, Bs, Gs 的 代数 ,计算 出 第 (五 )” 的 生成 元 , 用 基本 支配 权 
和 ,和 ha 表示， 运用 本 节 的 算法 , 说明 它们 中 的 一 些 是 如 何 被 提升 到 8 的 ，( 注 
意 第 ( 瑟 )” 是 带 有 ?=2 个 生成 元 的 多 项 式 代数 ，) 

…3. 证 明 当 A 是 豆 上 的 任意 线性 函数 时 ,只 要 《办 是 整数 ， 命 题 23.2 
仍然 正确 . 

4 由 (23.3) 的 公式 (*), qx(z) 一 和 CE&(z)), 直接 计算 V(X)CXE 4+) 上 的 
普遍 Casimir 元 素 cz(22.1) 的 值 : (4+6, 和 +6) 一 (8, 8)，[ 首 先 回忆 一 下 三 
与 joy so 与 ya 是 如 何 联系 的 。 按 PBW 基 的 顺序 重 写 cz, 再 使 用 (22.3) 内 对 
任 一 个 权 4 所 导出 的 事实 : (ws 1 php .] 


5, 证 明 F(CharF=0) 上 任 一 个 变量 的 多 项 式 是 线性 多 项 式 的 团 的 线 
性 组 合 ，[ 对 ”使 用 妇 纳 法 ， 展 开 (T1+aT5)4, 然后 使 用 Vandermonde 行列 
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式 的 论证 以 说 明 线性 多 项 式 的 次 冠 所 张 成 的 空间 的 维 数 ， 正 是 m=2 时 应 
有 的 维 数 ，] 

6. 若 ^EA+。 证 明 所 有 与 入 连接 的 彤 都 满足 Ar<X, 因而 所 有 这 样 的 
都 作为 2CW) 的 权 而 出 现 - 

7. 设 入 = [ICZ)， CL)] 是 (ZL) 的 子 空间 , 它 由 所 有 的 zy 一 yr(%x, 9E 
(GZ)) 所 张 成 ,证 明 女 () 是 子 空间 全 与 3 的 直 和 (因而 可 容许 把 x 扩张 到 
整个 ICZ) 上 ， 只 要 令 它 在 见 上 等 于 0 即 可 ). [回忆 练习 17.3, (ZL) 是 有 
限 维 L- 模 之 和 , 因为 工 是 半 单 纯 的 , 因而 是 完全 可 约 的 . 证 明 8 是 (ZL) 的 
所 有 平凡 工 - 子 模 之 和 ， 而 号 重 合 于 所 有 的 adz(y) (YEL,yEUCL)) 的 空 
间 , 后 者 是 8 的 余 空间 . ] 

8. 证 明 权 格 4 在 H" 内 是 Zariski 稠密 的 〈 见 附录 ), H* 被 等 同 于 仿 射 
二 空间 , 作用 它 给 出 以 下 命题 的 另 一 个 证 明 (23. 2 的 推论 可 扩展 到 所 有 的 
A, EH. 

9. 每 一 个 F 代数 同 态 x: 8>F 是 形 如 x 的 , 这 里 EB"*，[ 把 % 看 成 一 
个 同 态 (DD”->F, 证 明 它 的 核 生成 (如 ) 的 一 个 真理 想 . ] 

10. 证 明 映射 几 3~E(B)” 与 4 的 选择 无 关 . 

【附注 】 

Chevalley 定理 23 .1 的 Steinberg 证 明 记载 在 Vermafl] 以 及 Varadarajan[1] 
中 。 关 于 Harish-Chandra 对 “特征 标 ? 所 做 的 工作 ， 见 Bourbaki [3]， Harish-Chan- 
dra [1], Séminaire “Sophus Lie”[1] 第 19 篇 以 及 Varadarajan [1], Verma [1] 。 
Chevaljey[ 思 证 明了 名 (五) ”是 一 个 多 项 式 代数 . 


24. Weyl 公式 , Kostant 公式 与 Steinberg 公式 


。 采用 8§ 38 的 记号 ， 我 们 将 利用 Harish-Chandra 定理 (23.8) 
以 得 到 一 些 关于 有 限 维 厂 - 模 的 特征 标 及 重 数 的 重要 公式 ， (关于 
避免 使 用 $ 23 的 简便 方法 , 见 后 面 的 附录 .) 


.1，H* 上 的 一 些 函 数 
对 于 入 EA+, 下 () 的 形式 特征 标 oj 已 在 (22. 七 引入 ch,~ 
之 ma(j)e(j), 这 里 的 e(p) 构 成 群 环 Z[ 和 的 基 ， 对 于 无 限 维 模 


2(X)， 定 义 形式 特征 标 也 是 方便 的 ， 但 是 其 中 无 限 形式 和 是 难以 
处 理 的 ， 作 为 将 代 , 在 此 使 用 一 个 更 富 于 启发 性 的 形式 ， 吕 [人 和 j 可 
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以 看 成 4 上 %2- 什 西数 ( 它 在 一 个 有 限 集 之 外 都 到 0) 的 集合 ， 读 
者 易 验证 , 乘积 运算 变 成 了 卷 积 ,jgOJ) -~ 导 ()g(2)， 


设计 是 瑟 " 上 所 有 下 述 的 F- 值 函数 了 的 空间 : 上 的 支承 集 ( 定 
义 为 使 1(%)*0 的 和 EH' 的 集合 ) 被 包含 在 形 如 从 一 宛 hoo，ko€ 


Z+} (这 个 集合 当然 就 是 出 现在 模 (NX) (WE 五 *) 内 的 权 集 ) 的 集 
合 的 有 限 并 集 内 . 

稍微 想 一 下 就 可 看 出 , 欧 在 卷 积 之 下 是 封闭 的 ; 于 是 它 成 为 一 
个 交换 、 结合 的 F- 代 数 ， 包含 有 任 一 标准 循环 六 模 的 形式 特征 标 
chy. 

有 时 把 EX 看 作为 AE BH?' 的 一 个 形式 组 合 ( 系 数 在 F 内 ) 是 
方便 的 、 那么 ,与 前 面 的 e(X) 相 对 应 的 是 什么 呢 ? 显然 ,这 就 是 
特征 函数 s(X) 一 1，sx(U) 一 0( 车 凡 关 和 )， 请 注意 so 是 环 瑟 的 恒 
等 元 , 且 sx*su= at。，Weyl 群 次 通过 (c 7) QD) 二 flo 和 ) 作 用 在 
天 上 , 特别 地 , o-!(s,) = 86,、. 

现在 必须 引入 天 中 另外 两 个 有 用 的 元 素 ， 首 先 , 设 Pp() 是 使 
得 一 和 = 守 boa 的 非 负 整数 组 {ks, a>-0} 的 个 数 ， 若 和 不 在 根 格 
内 , 当然 PC) 一 0， 注意 到 pp 一 ohzo) (练习 20.5)， 故 pEX， 我 们 
称 2 为 有 Kostant 函数 ( 它 与 民 ostant 划分 函数 的 区 别 仅 在 于 入 的 
符号 不 同 )， 然 后 , 再 令 9 一 Jeco 一 s-ws)《 这 里 的 乘积 符号 了 同 
样 代表 艺 内 的 卷 积 ), 称 9 为 Weyl 应 数 . 

现在 证 明 关于 上 面 定义 的 各 种 函数 的 一 一 些 简 单 引 理 . 设 对 于 
每 一 个 正 根 w &EZ+， 友 ( 一 =1， 和 否则 ，f。(%) = 0. (fs 可 以 
形式 上 看 作 8&0 十 8_。+ 8_os 十 … ，) 显 然 f。EX¥, 

引 理 A (a) p=—ITf.. 如 

(hb) (60~ 8-a) fa 80, 

(0) Ya (so 一 8-a)。 

证 (a) 从 卷 积 的 定义 立即 可 得 出 . i 
“。(b) 形式 地 (ee-o)wfeo 十 se-e 十 sse 十 EtBoi- 因为 所 有 
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其 它 的 项 都 消去 了 . (这 可 以 严格 地 得 出 . ) 
(0) 因为 5- 习 二 G0, 8 I sa/. 但 (80 一 8-o)*84/2 8a/3 一 


e-a/2) 从 而 得 到 所 需 的 结果 . 自 

引 理 B oo=( 一 1)*%g(o EW), 1(o) 如 同 (10.3)，。 

证 只 要 当 e=ao 是 一 个 单反 射 ， 即 1c) =1 时 加 以 证 明 即 
可 .但 ce 把 除 a 以 外 的 正 根 作 一 置换 ， 且 把 a 映 成 一 a( 引 理 
10.2B), 所 以 oug= 一 09， 四 

引 理 C epue-s 一 8o。 | 

证 联合 运用 引 理 A 的 三 个 部 分 , 于 是 得 到 ; 

gpr8-s~— I (€0— 8_a) #80%p*8_s 

= I (soe-a) *p=TI((eo— 86-a)*fa) 一 8o。 


引 理 DD chzoy(1) =p(1—N) 一 (peex) (1). 

证 第 一 个 等 式 是 明显 的 ( 见 练习 20.5), 第 二 个 等 式 是 等 价 
的 ， 重 

引 理 也 geohzo 一 sx+s， 

证 联合 运用 引 理 0 和 DD. 目 
”在 引 理 B 中 出 现 的 系数 (一 1)*" (cEWD) 忆 后 将 简称 为 
sn(o). 回想 起 当 工 是 型 Al 时, WY 同 构 于 对 称 群 9441, 年 sn(o) 
就 是 置换 o 的 符号 ( 侦 置 换 为 十 , 奇 置换 为 一 ). 


2. 2. Kostant 重 数 公式 


在 此 我 们 的 想法 , 是 把 有 限 维 模 矿 () (XE 4+) 的 形式 特征 标 
cj 表示 成 某 些 chso 的 名 -线性 组 合 ， 然 后 再 使 用 上 一 小 节 的 
理 ( 以 及 Harish-Chandra 定理 ) 以 简化 这 一 结果 . 

设 踊 , 为 具有 以 下 性 质 (关于 固定 的 和 E 巨 ) 的 三 模 严 的 全 
体 : 

(1) 是 (关于 五 的 ) 权 空间 的 直 和 . 

(2) 3 在 了 上 的 作用 就 是 用 纯 挤 为 (z) (2€8) 作 各 法 - 这 里 


ez73 。 


和 EH" 是 已 给 的 , 83= 其 (了) 的 中 心 . 

(3) 这 的 形式 特征 标 属 于 访 , 

当然 , 所有权》 的 标准 循环 模 符合 这 些 准 则 ， 所 以 它们 的 子 
模 也 如 此 (这 些 子 模 并 不 总 是 标准 循环 子 模 之 和 )， 实 际 上 , 饮 , 在 
取 子 模 、 取 同 态 象 以 及 形成 有 限 直 和 这 些 运算 之 下 是 封闭 的 . 根 
据 Harish-Chandra 定理 (23.3)， 骨 ,一 锯 , 恰当 入 和 是 连接 权 
时 成 立 . 

引 理 ” 设 六 &E 观 ,， 则 六 至少 具有 一 个 极 大 向 量 ( 若 六 0， 

证 根据 性 质 (8), 车 a>0 是 任 一 根 , p 是 六 的 任 一 权 , 则 对 
于 所 有 充分 大 的 EZ +, jv 十 ka 都 不 是 六 的 权 ， 因 此 存在 某 个 权 
4 使 得 没有 一 个 十 a 是 权 (a>~0)， 此 时 ;内 前 任 寺 非 零 向 量 
是 极 大 的 . 重 

对 于 每 一 个 和 EH"', 令 9000) 一 {EH?'|n-<X 且 ~ 什 , 回顾 
(23.2), jw~ 和 意味 着 以 5 与 和 +6 是 VW- 共 亏 的 ， 在 下 述 的 关 
键 性 结果 里 ，Harish-Chandra 定理 被 用 来 限制 Z(%) 的 合成 因子 
可 能 具有 的 首 权 . 

命题 设 和 EH”， 则 

(a) 2 (和 ) 具有 一 个 合成 列 . . 

(b) 2Z(%) 的 每 一 合成 因子 是 形 如 V1) 的 这 里 ME6(C) 且 
(是 如 同 (20.3) 所 定义 的 ， 

(0) 了 (入 ) 作 为 Z(%) 的 合成 因子 上 只 出 现 一 次 . 

证 (as) 如果 8() 是 不 可 约 的 ， 则 2Z(X) =V(X)， 没有 什么 
要 证 的 ， 否 则 , Z(%) 有 一 个 非 零 真子 模 术 , 它 在 观 , 内 (所 给 的 入 
被 用 于 条 件 (2))， 由 于 dim Z(%),=1, 久 不 会 是 严 的 权 、 根据 上 
述 引 理 , 广 有 一 个 极 大 向 量 ( 著 如 说 它 的 权 是 jx 和 的 ), 于 是 六 和 包 
含有 Zu) 的 一 个 非 零 同 态 象 酌 ， 万 其 是 办 一 2， 所 以 Xu( 根 
据 Harish-Ohandra 定理 )， 且 HEO(OJ， 现 在 考虑 GCN)/ 了 厂 和 
丈 ， 这 两 个 模 都 是 标准 循环 的 ( 且 在 观 , 内 )， 但 是 或 者 它们 所 具 
有 的 与 和 连接 的 权 比 G( 和 所 具有 的 少 , 或 者 尽管 它们 有 同 料 的 与 
和 连接 的 权 ， 但 某 些 权 的 重 数 比 分 (X) 内 的 少 ， 对 G(/ 孙 及 于 
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重复 应 用 上 述 论证 , 又 可 得 出 一 批 子 模 及 子 模 的 则 态 象 , 它们 或 者 
具有 较 少 的 与 和 连接 的 权 , 或 者 这 些 权 的 重 数 较 少 。 这 一 过 程 会 
在 有 限 多 步 后 结束 , 得 到 2(%) 的 一 个 合成 列 . 

(b) Z(%) 的 每 一 合成 因子 都 在 跑 ; 内 ,所 以 具有 一 个 极 大 向 
量 ( 根 据 引 理 )， 于 是 必定 是 标准 循环 的 ( 因 它 是 不 可 约 的 )。 根据 
(20.2)， 每 个 合成 因子 同 构 于 某 一 到 (w)， 我 们 已 知人 必定 属于 
6()， 

(ce) 这 是 显然 的 , 因为 dim 2(X%),==1. 时 

这 一 命题 容许 我 们 写成 : chzoy=chyoy 十 ZG(1)chvws(d(1)E 
2Z+), 其 中 的 和 式 取 遍 E90(%), pw 关 X， 在 此 仍 固定 EH', 并 给 
予 0(%) 的 元 素 一 个 序 (144，…， jm)， 要 求 它 满足 以 下 条 件 : Ww-<p 
意味 着 i<j( 特 别 是 入 = 4) ， 按 照 上 述 命 顾 ， 每 一 个 chzw) 可 表 
成 chvwo(i<< 站 的 2- 线 性 组 合 (oprws 的 系数 是 1)， 因 此 结果 所 
得 到 的 t 个 方程 的 方程 组 相对 于 已 经 选 定 的 序 , 具有 三 角 和 矩阵 , 而 
且 对 角 线 元 素 都 是 1 于 是 它 的 行列 式 等 于 1, 从 而 可 在 Z 上 求 出 
它 的 道 ， 进 而 把 每 一 个 chr 天 成 chzwo (和 < 人 的 Z- 线 性 组 合 ， 
且 chzi 的 系数 为 I，( 当 然 菜 些 系 数 可 以 是 负 的 .》 

推论 设 和 GE 五 "， 则 ojro 是 一 个 2- 线 性 组 合 于 ec(j) cepz 
(在 4E0(X) 上 求 和 ), 且 eC(%)=1. 上 

在 此 把 推论 应 用 于 入 是 支配 整 ， ch 一 chvo 的 特殊 情况 ， 此 
时 dim 了 (是 有 限 的 ， 且 对 所 有 的 co€WY 有 olch) 一 ch (定理 
21.2), : 据 推 论 ， 记 ch 一 号 ce (1)chzww) (4E0(%)), el%)=1， 由 
(24.1) 的 引 理 了，gq*ch 一 卫 c(1) epis， 据 (24.1) 的 引 理 B， 
go(gxch,) =0 (9) wo (ch,) =sn (0) qxch, (go EW).， 另 一 方面 ， 
o(F om) 8p+e) = 6c(n) Eccuts)， 因 为 可 寺 地 置换 凡 十 S (Ch 
与 入 是 连接 的 ), 而 且 o(X) =1, 立即 可 知 e(u) =sn(c) ( 当 o-1(p 
二 6) 二 入 十 6)， 所 以 


gq*ch, -名 mn (0) e800+s) | (*) 


最 后 , 应 用 (24.1) 的 引 理 0 于 此 等 式 , 即 可 得 到 
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Ch = grpre archs = pees (Dymo) eo0ts)) 
”人 (Bm (0) get-e) 
EAC 
定理 (Kostant) 设 和 E4+， 则 有 (X) 的 重 数 由 以 下 公式 给 


出 ; 
ma (1) -mo) pp+d -oN+o)). 0 


此 公式 的 优点 是 直接 表示 出 了 重 数 ， 但 在 实际 使 用 时 ， 
Freudenthal 递 推 公式 (8 22) 更 加 简单 ， 这 是 因为 当 秩 很 高 时 ， 在 
Weyl 群 上 求 和 会 变 得 非常 麻烦 . 


234.3.， Weyl 公 式 
引 理 《= 名 sm(c)eoo。 
. 证 这 容易 直接 证 明 ， 但 我 们 不 这 样 做 ， 而 用 (24.2) 的 公式 
(*)， 如 果 入 一 0, 当然 ch = eo， 而 《的 右边 成 为 snCo)soo. 目 
定理 (Weyl) 设 XE4+， 则 
(Bsnlo ) eco) xch, = 乌 SN(0) sco+o)， | 


证 使 用 (24.2) 的 公式 (*) 及 上 述 引 理 . 目 

Weyl 特征 标 公式 实际 上 是 说 , 我 们 可 以 作 多 [4A] 内 两 个 简单 
的 交替 和 式 的 商 以 计算 ch,， 而 在 实际 上 , 作 这 样 的 “除法 ”可 能 是 
十 分 费劲 的 ， 因 而 Freudenthal 方法 (§ 22) 往往 更 快 一 些 ， 不 过 
可 从 Weyl 公 式 导 出 一 个 极其 有 用 的 公式 , 它 是 关于 六 (XXXE A+) 
的 维 数 的 , 把 这 个 维 数 记 为 deg(%)， 因 V(X) 是 权 空间 的 直 和 , 显 
然 deg (和 ) 一 如 ,ma(K)、 这 恰好 是 形式 和 Bmp)elp) EZ [人 


€HX) 
的 系数 之 和 .在 函数 记 法 下 ， 它 变 成 coh, 的 函数 值 之 和 ， 在 此 
我 们 在 由 特征 函数 a,(XE A4) 所 生成 的 子 代数 XoCX 内 展开 工作 . 
对 于 JE io 我 们 令 了 的 函数 值 之 和 与 了 对 应 , 就 可 得 到 一 个 同 态 
"5o->F, 这 个 函数 是 确定 的 . 问题 是 要 作 》 的 函数 来 计算 v(eh,). 


“17?76. 


不 巧 的 是 ， 把 % 应 用 到 如 同 王 sn《o) sos 那样 的 交替 和 上 将 会 出 现 
0, 所 以 必须 间接 地 进行 . 对 于 任 一 XE A， 把 之 sn(0) Bo(a+e) 缩写 
为 w( 和 十 9)， 

对 应 sh> (X，a)sx( 对 固定 的 根 a) 可 扩张 为 Xo。 上 的 一 个 自 同 
态 0., 实际 上 它 是 一 个 导 子 ， 自 同 态 9=1l 0, 一 般 地 说 不 再 是 导 
子 ， 但 可 看 作为 一 个 微分 算 子 . Weyl 公式 可 写成 ，@(6) *cjx 一 
wm( 和 十 8), 这 里 的 w(5) 是 Weyl 函数 (以 前 记 为 9), 它 等 于 s-*]T 
《ea 一 力 〈 见 引 理 24.1A(o))， 把 这 个 式 子 滋 以 ci， 再 应 用 8 ( 利 
用 导 子 2 的 乘积 公式 )， 然后 应 用 v, :由 于 v(8a—1) =0, 故 得 出 
的 大 多 数 项 都 消失 了 。 剩 下 的 是 9(o(3))Jw(cp) ,由 于 Weyl 公 
式 ， 它 必须 等 于 v(u(+5))， 这 就 允许 我 们 把 deg(%) =w (eh,》 
表示 成 商 的 形式 . 

稍 加 思索 即 可 看 出 ,0C9e) 一 [8,o); 美 似 地 ,oaec) I 
(o8, a) -1, cm， 但 回想 一 下 , 彼 o~! 从 正 根 变 成 负 根 的 个 
数 是 He 一 1(o) ( 见 (10.8) 引 理 A)， 所 以 这 恰好 是 sn(o)TI, 
0), sn(0) 一 《一 1)*m， 换 旬 话 说 ， 

v (Ow(6)) -2 no)v (080s) 一 名 oo IT, a) 
=0ard (WY)IT (8, oa). 


对 (A+8) 作 同样 论证 , 可 得 ard(X-) 各 (%+8, a)， 构 成 商 式 ， 
可 得 : 
HQ+6, o) 


推论 设 和 EAt, 则 deg(%) = -Te 


为 了 计算 一 些 例子 我 们 注意 到 当 分 子 分 母 同 乘 以 及 二 
后 , 可 得 


CH 本 


LE 十 3，a> 
-人 过 数 的 高 ). 


但 +6, a》 = (+ a'), a 是 对 候 根 ， 又 因 4 是 好 的 基 ( 弥 
?197， 


习 10.1), 可 写 为 av -=D fe, 所 以 6, ay = EAS, oy 
-oP mnt) N= ZS mn). 因此 我 们 只 需 计 算 整 数 6 站 (练习 


7) 即 可 . 

例 对 型 A, 和 一 寺 a 一 8， 公 式 变 成: ae( -mt 和 
mhz, 参看 定理 7.2. 

在 此 集中 注意 于 秩 2， 记 和 = aa 十 msXs， 对 型 Aa， 正 根 是 
oo 吗 十 ma. 故 上 述 分母 等 于 .1.2, 而 分 子 为 (ma 十 1 Gms 十 1) 
(ma 十 ma 十 2)， 对 于 Bs 各 Gas， 其 计算 是 类 似 的 (为 了 与 $11 相 一 
致 起 见 , 对 Bs, 取 os 为 短 根 ; 对 Go, 取 oz 为 短 根 )， 归 纳 起 来 (练习 
7?) 得 : 


(AD) Cat) CnstD) (mat mst 
(Bs) 于 Go (ma+1) (oa 十 ma 十 3) (2ma 十 ma 十 9) 


(G») 于 (m+1) (ms 十 (oa 十 mas 十 2) (mt+2mat+d) (ma 
十 3ms 十 4) (2ma+3mz 二 全 ) 
对 于 Go，deg (Na) 一 14， 因 为 1s= 3a: 十 2as 是 最 高 根 ， 故 六 () 可 
看 作 伴随 表示 的 模 . deg (Ma) =7， 这 里 的 六 0) 是 Co ( 即 Cayley 
代数 (19.3) 的 迹 0 子 空间 )。 


24.4. Steinberg 公式 


我 们 可 将 ostant 公式 及 Weyl 公式 联合 起 来 ,以 得 出 张 量 积 
VW)EOVO) 内 OO) 出 现 的 次 数 的 公式 ( 它 属于 RB. Steinberg). 
根据 有 限 维 [- 模 完全 可 约 性 的 Weyl 定 理 (6.83)， 如 果 和 ,XX"'E 
4+， 我们 可 把 六 (%') @V (写成 某 些 VV 和 ) 的 直 和 ， 每 一 个 出 现 
(和) 次 (车 玉 (%) 根 本 不 出 现 , 则 nw(X) =0)， 张 量 积 的 形式 特征 标 
就 等 于 乙 m(X)o， 另 一 方面 , 在 (22.5) 中 已 证 明 , 这 一 形式 特征 
标 等 于 chinthw 所 以 
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Ch ch 一 之 (A)oh,, (D 
同 前 面 一 样 ， 对 于 KE A+, 把 包 s(c) Be(utb) 简写 为 @( 十 


5)， 如果 在 (1) 的 两 边 同 习 以 w(8), 且 分 别 对 和 ', 入 使 用 Weyl 公 
式 (24.8), 即 可 得 到 : 
chino(M +8) = nM)olh+d). (2) 


然后 再 写 出 oh 一 轩 m( 久 86， 且 把 mw(/) 换 成 它 在 Kos- 


tant 公式 里 的 值 (24.2). 等 式 (2) 就 变 成 ， 
| Dm)p pte oN +6)) er" 十 3) 


= 之 80(X)wO(X 十 83)、 (3) 
利用 wW' 十 39) 的 表达 式 , 即 得 ， 
>2>3 之 sn(or) PH+O— oN +O)) er 


BoEWTe 


一 之 名 "Wmo ) gts). 1 (4) 
为 了 对 (4) 的 两 边 作 比 较 ， 首先 把 变量 作 替换 在 右边 ,用 > 
代替 ), 这 里 cc( 和 +3)=> 十 3, 得到: 
mnoly +6) — 68) st。 (5) 
在 左边 ,用 ”代替 几 , 这 里 r(X' 十 8) 十 上 一 2 十 3, 得 到 : 
SI YI (ar)P02 十 2 一 (NM 十 3) 一 T(N 5))svs。 (6) 


pv OEVTEV 
现在 设 v 是 支配 的 . 则 除了 og=1 外 ,olv 二 6) 一 8 不 可 能 是 
支配 的 (练习 13.10)， 所 以 除 o=1 外 ,nlo(lv+6) 一 58) =0, 这 意 
味 着 (5) 里 面 的 sre 的 系数 恰好 是 wlv)， 由 于 (6), 我 们 可 证 得 
定理 (Steinberg) 设 入 NW'EA+， 则 在 玉 (W)@V (XN") 内 ， 
VO CAEA*Y) 出 现 的 次 数 由 下 式 给 出 ; 
>, > sn(or)p(A+20— oN + —7A" 十 3))， [| 


CE 入 第 


这 公式 (类 似 于 Kostant 公式 ) 看 起 来 十 分 清晰 ， 但 当 Weyl 
群 很 大 时 ， 并 不 便于 应 用 、 在 练习 9 里 引伸 出 妃 个 更 实用 的 公 
式 ， | 
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练 习 


1， 对 型 A! 给 出 Weyl 特征 标 公式 (24.3) 的 直接 证 明 . 

2. 使 用 Wey1 维 数 公 式 ,证 明 : 有 最 小 可 能 维 数 的 一 一 不 可 约 有 限 维 瑟 - 
模 的 首 权 是 某 个 入 (1<i<?). 

3. 使 用 多 ostant 公式 验证 (22.4) 例 4 内 列 出 的 一 些 重 数 ， 且 把 那里 的 
oj 与 Weyl 公式 给 出 的 表达 式 相 比较 ， 

4. 对 特殊 情形 At， 把 Steinberg 公式 与 Clebsch-Gordan 公式 (练习 
22.7) 相 比较 . 

5. 使 用 Steinberg 公式 把 Gs- 模 yO) Ov) 分 解 成 不 可 约 分 量 再 
利用 Weyl 公式 来 验证 这 些 维 数 的 和 正 是 dim V(X1) .dim V(X2). 

6. 设 工 = 引 (3, 了 .把 =m 十 msha 简 记 为 (mz, mm9), 使 用 Steinberg 
公式 验证 : F( 0)@F(0 1)V(0, 0)@V 1). 

7. 验证 (24.3) 内 的 维 数 公式 ， 对 型 Cs 推导 一 个 这 样 的 公式 ， 在 一 肛 
情况 下 , 如何 找 出 整数 oo? 

8. 设 XE4.， 如 果 在 多 内 存在 "交工 使 不 变 ,证 明 如 snCo)soos=0. 
[利用 X 位 于 某 一 下 eyl 房 的 闭 包 内 但 不 在 它 的 内 部 这 一 事实 ， 找 出 一 个 使 
和 不 变 的 反射 ,再 由 此 推导 出 使 不 变 的 群 有 偶数 阶 ，] 

9， 本 练习 的 目的 ， 是 得 到 一 个 张 量 积 的 另 一 种 分 解 式 ， 这 个 公式 的 基 
础 ， 是 假定 对 其 中 一 个 模 的 权 已 有 清楚 的 了 解 ， 如同 (24.4)， 从 等 式 (2) 
cro( +9)= 加 "00D)o(A+9) 出 发 , 抬 左边 的 oh, 换 成 于 mx(A)s， 再 
利用 必 置 换 VX) 的 权 空间 这 一 事实 ,得 到 忆 sn(c) 守 mp (soarxvro. 然 
后 证 明 (3) 的 右边 可 以 表示 成 羽 sp(c) 六 nCX)sousw. 再 如 下 定义 Kp): 若 
的 某 一 元 素 oc<0 使 疡 不 变 , 则 为 0; 如 果 只 有 1 使 /不 变 , 且 革 oC) 是 支 
配 的 ， 则 定义 为 sj(o)， 于 是 从 缘 习 8 可 推出 : 

人 sh = ,如 Ta 人 DEC 十 和 十 3) hotars 8 一 3 


(这 里 花 括号 代表 与 括号 里 的 权 共 示 的 唯一 支配 权 . ) . 

10. 利用 练习 9 的 方法 重 做 练习 5, 6， 

工 ， 使 用 练习 6 的 记号 ,验证 了 V(1, 1D)@r(1, 2 er, 3)® V3, 1 
®V0, HOV, DOrVA, WOVG, DVO, D). 

12. 从 Steinberg 公式 推导 出 ， 使 得 Cu) 可 能 出 现在 V(W)@VW') 的 
区 


加 项 中 的 AE4+， 只 能 是 形 如 pj 二 入，KEIICW') 的 。 当 这 样 的 十!' 都 是 
支配 权时 ， 从 练习 9 推导 出 了 (+ 入) 确实 出 现在 张 量 积 内 ， 且 重 数 为 
mxA)。 利 用 这 些 事实 ， 对 型 A; 分 解 (1,，3)@V(4, 4)， (参见 (22.4) 的 
例 14.) 

13， 取 定 正 根 的 一 个 和 式 wx, 证明 对 所 有 足够 大 的 %, 有 mmo《n6 一 2) 汪 = 
Pp(—m). 

【附注 】 

Weyl 的 原始 证 明 使 用 了 紧 致 李 群 上 的 积分 , 以 后 Freudentbal 给 出 了 一 个 更 代 
数 化 (但 不 那么 直观 ) 的 证 明 : 见 Freudenthal-de Vries[1]，Jacobson[1]，Samelson 
tj， 这 里 的 处 理 方法 是 Verma[1] 的 工作 中 所 建议 的 ,而 且 相 当 紧 密 地 仿照 了 Bern- 
stein, Gel fand, GePfand[1] 最 近 的 论文 。 关 于 Kostant 公式 的 原始 证 明 (相当 复杂 ) 
可 见 及 ostant[1]， 使 其 简化 的 评论 请 参看 Cartier [1]。 Steinberg 公式 在 Steinberg 
[1 内 被 简要 地 推导 出 来 ， 练 习 9 内 扼要 叙述 的 张 量 积 的 处 理 方法 是 属于 Brauer[2] 
的 ,参见 Klimyk[1]， 练 习 12 是 以 区 ostant[ 菇 为 基础 的 。 


Te 
i 内 录 ; 
bopeeooaedoed 

在 证 明 WWeyl 公式 与 ostant 公式 时 , 曾 求助 于 § 23 的 关于 中 心 特征 标 
的 结果 ， 如 果 想 要 对 所 有 的 EH* 证 明 命题 24.2 的 话 , 看 来 这 是 不 可 避免 
的 .但 实际 上 只 需 用 到 整 权 的 情形 , 对 它们 来 说 , 只 要 Casimir 元 素 ( 而 不 是 
WZ) 的 整个 中 心 ) 就 能 提供 足够 的 信息 ， 在 V. G4. Kae [关于 Macdonald 
公式 (参看 Garland，Lepowsky[1]) 的 工作 中 可 以 看 出 使 述 证 明 更 加 精简 
是 有 可 能 的 ， 不 过 , 应 该 强调 的 是 , 对 于 无 限 维 表示 理论 中 的 某 些 论题 (如 象 
Harish-Chandra 对 离散 序列 所 做 的 工作 ) 来 说 ,8 23 是 必 不 可 少 的 

以 下 是 对 Weyl 公式 修改 后 的 证 明 方法 的 详细 概要 

GD 回忆 (22. 芒 中 JI(Z) 内 Casimir 元 素 一 cz 的 构造 ; o 一 总 hh 十 马 
zata, 这 里 工 关 于 Killing 型 的 对 偶 基 已 用 特殊 的 形式 被 选取 , (实际 上 , 不 
管 怎样 选取 对 偶 基 都 可 导致 同一 个 元 素 c.) 如 同 (23.2) 中 所 指出 的 ，e 位 
于 1(Z) 的 中 心 内 , 所 以 在 任 一 标准 循环 模 上 的 作用 相当 于 一 个 纯 量 . 

(3) 让 我 们 计算 当 。 作用 在 由 极 夫 向 量 w+ 生成 的 首 权 为 XE* 的 标准 
任 环 模 上 所 相当 的 纯 量 ( 见 练习 23. 多 。 若 w-<0, 则 和 .o+=0 而 车 av0, 可 
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改写 为 Zapa 一 2ogo 十 如 且 Za. 寻 一 0 所 以 Zaza.V+=to.v+==(X, qa)v+， 另 一 
方面 , 在 (22.3) 的 开头 已 证 明了 BARON = (, 和 )。 把 这 些 结果 放 在 一 
起 , 再 回想 起 26 一 名 我 们 发 现 c 作用 在 0+ 上 相当 于 纯 量 (2, 和 ) + 人 
Z) 一 (和 人， 人 ) 十 2( 人 6) 一 (人 十 6 A+6) — (6, 6). 

《3) 现在 可 证 明 命题 24.2 的 另 一 种 说 法 了 。 设 允 是 首 权 为 和 E4 的 标 
准 循环 模 ， 我 们 可 断定 2 有 一 个 合成 列 ， 其 合成 因子 是 形 如 了 F(u) 的 ， 其 中 
LX4 满足 : 

(4 十 0 二 0) 一 (人 二 6， 和 十 9)， (*) 
出 于 4 是 离散 的 ， 而 满足 (*) 的 jEE 的 集合 是 紧 致 的 , 故 2 中 只 有 有 限 多 个 
权 记 满足 (")， 令 4= 卫 dim Zu( 在 所 有 这 样 的 uw 上 求 和 )， 则 因 Z 的 权 空间 
是 有 限 维 的 , 故 4 为 有 限 的 。 再 对 4 使 用 归纳 法 . 

假设 4- 工 车 有 真 非 零 子 模 多 , 则 仇 是 它 的 权 空间 之 和 (20.2), 所 
以 具有 一 个 权 为 4-<%, kb 二 和 的 极 大 向 量 ， 按 第 (2) 步 所 述 , c 作用 在 这 个 极 
大 向 量 上 相当 于 纯 量 (4-+6, p+6) 一 (6，6)， 而 它 作 用 在 多 上 相当 于 纯 量 
(+6, 7 十 0) 一 (2 8). 于 是 凡 满 足 (*), 这 与 4=1 矛盾 ， 换 句 话说 ,多 是 不 
可 约 的 , 故 GZs FA)(30.3), 此 时 没有 什么 要 证 的 . 

归纳 法 的 步骤 可 类 似 进行 ， 除 去 2 是 不 可 约 模 以 外 ,2 总 包含 一 个 真子 
模 态 ， 它 是 某 个 满足 (*) 的 权 wy 的 标准 循环 模 。 然后 把 归纳 法 假设 可 应 
用 于 标准 循环 模 Q/ 三 及 多 ,以 得 到 所 需 类 型 的 合成 列 , 它们 合 在 一 起 即 可 
导出 如 的 合成 列 . 

(4) 如 同 (24.1)， 可 使 用 形式 特征 标 把 一 个 模 表 成 它 的 合成 因子 之 
“和 ”把 chrwn 简写 为 ch，chzo 简写 为 chp， 固定 和 AE A+ 且 考 虑 满足 上 述 
4) 式 的 上 E4 的 (有 限 ) 集合 。 这 个 集合 可 被 排 成 (1m, …, jo) 的 次 序 ， 使 
Wu-<py 意味 着 ij。 然后 , 由 (38) 可 写 出 oo 一 它 Qha, (GyE D+, Gy™=1), 


若 对 i> 置 au 一 0, 其 结果 所 得 到 的 矩阵 (aw) 是 上 三 角 阵 ， 并 且 对 角 厂 元 业 
都 是 二 从 而 它 在 2 上 是 可 道 的 、 这 意味 着 op。 可 被 表示 成 Chi 的 2- 
线性 组 合 ， 作 为 其 特例 : 
cha= Ec(p) eh, ("*) 

此 和 式 取 这 满足 (") 式 的 HL, eA) =1. 

(5) 如 同 (24. 了 D 内 所 作 的 那样 ,导出 联系 函数 p, g, ch 的 各 种 公式 , 请 
注意 cE 少 使 ohx 固定 (定理 21.2), 而 oqw~sn(o)g( 引 理 B); 

《6) .为 了 从 上 面 的 (”") 式 推导 出 Weyl 公式 (或 Kostant 公式 )， 只 需 证 
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明 使 c(w) 关 0 的 六 只 可 能 是 形 如 有 =a (+ 人 -6(cE 钞 ) 的 ， 且 cp) 一 
si(oc)，(〈 以 后 的 论证 就 可 按 (24.2), (24.3) 那 样 继续 进 行 下 去 . ) 首先 把 (”) 
的 两 边 乘 以 9， 然 后 使 用 引 理 上 以 得 到 ，9s*cjxu 一 卫 c(n)sure。 用 acE 冰 作用 
于 等 式 两 边 ， 左 边 煌 当 于 乘 以 sm《o)， 而 右边 变 成 卫 cC1) scre。 从 而 使 
cl1) 半 0 的 权 上 + 的 集合 是 -稳定 的 , 而 且 在 同一 个 轨道 内 的 系数 仅 相差 
土 1 倍 ， 如 果 把 此 等 式 改写 , 使 它 分 别 在 各 个 -轨道 上 求 和 , 并 且 利用 c(X) 
=1 这 一 事实 ， 可 得 : 
Qecha -名 Sh(O) E00) + 5. 

剩 下 的 是 说 明和 5 是 空 的 。 如 果 不 是 这 样 ， 由 于 4 内 每 个 -轨道 都 与 4+ 
相交 ( 引 理 13.2A), 故 必 存在 J-<A, 1 二 入, 使 得 上 +SE4+, 并 且 岂 满足 (")， 
但 只 要 把 引 理 13.4C 的 证 明 应 用 于 这 种 情形 ,就 迫使 凡 = 为 这 是 荡 雇 的 ， 
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第 七 章 Chevalley 代数 与 
Chevalley 群 


这 里 的 记号 与 前 几 章 相同 ， 工 是 特征 数 0 的 代数 闭 域 F 上 的 
半 单 纯 李 代数 , 鼠 是 CSA, 巧 是 根系 . 

这 一 章 我 们 看 怎样 在 “2 "上 ”构造 也 及 其 不 可 约 表示 .， 当 荆 
是 典型 李 代 数 时 , 这 样 做 的 可 能 福 是 相当 明显 的 。 这 里 所 得 到 的 
结果 实际 上 要 超出 许多 , 它 使 得 我 们 能 构造 “Ohevalley 群 ”以 及 这 
些 群 在 任意 域 上 的 表示 。 这 是 一 个 很 大 的 题目 , 在 此 只 能 向 读者 
作 一 导 引 。 


25. 卫 的 Chevalley 基 
25.1. 根 偶 


在 (25.2) 内 将 证 明 , 工具 有 一 个 结构 常数 都 是 整数 的 基 、 但 
首先 必须 建立 一 些 关于 根 偶 mw B(a 十 B 也 是 根 ) 的 性 质 , 在 做 这 一 
工作 时 , 必须 要 始终 注视 着 等 式 [woaza] = onszc+e， 以 下 的 命题 只 依 
贺 于 根系 G( 不 依赖 于 也 ). 

命题 设 % 8 是 线性 无 关 的 根 8 一 ra …, Bb, …, B+gqa 
是 经 过 A 的 “- 链 ， 则 : 

(a) 《8 o> =r—g. 

(b) 在 这 一 链 内 至 多 出 现 两 种 根 长 度 . 

(0) 车 a+BED, 则 r+1~ 2 全 8 人 


证 (a) 这 已 在 (9.4) 内 证 明了 (在 命题 8.4(e) 中 ， 利 用 
红 (2, F) 的 表示 理论 也 被 证 明 过 ). 

(b) 多 = (Za+2ZB) 由 是 秩 2 的 根系 (在 由 a,B 张 成 的 E 的 
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子 空间 内 ): 见 练习 9.7, 如 果 它 是 可 约 的 , 则 必定 是 型 Alx Ai 的 ， 
即 对 一 { 士 o 土 B}, 此 时 没有 什么 可 证 的 . 如 果 是 不 可 约 的 , ~ 
Az, Bs 或 Go, 就 可 得 到 上 面 的 结果 (或 者 , 使 用 引 理 10.40). 

(0) 可 通过 验 夏 秩 2 的 根系 而 得 到 (练习 1)， 但 是 以 下 的 几 
何 论证 可 在 一 般 情况 下 实行 。 首 先 , 从 (a) 推 导 得 : 


_ g(at+p, at+pB) 
(+l) gb 


2(B, a) ,1 g(a+pB, a+B) 
oT 


(a, 


a 2 (B ? a) 十 1 g(a, 0) 20g (a, B) 


CS 
- go 四 
(8 +D) (1 ) 


把 这 一 乘积 的 两 个 因子 记 为 4,B、 在 此 必须 证 明 两 者 之 一 是 0. 
这 里 关于 a,，B 是 不 对 称 的 , 所 以 两 种 情形 必须 分 别 讨论 : 

情形 i (a, o)>>(B, B).、 则 |<B, |<|ka, 8》|， 因为 a,B 
是 线性 无 关 的 ， 从 (9.4) 我 们 知道 《8, a》La, B》 =0, 1, 2 或 8， 这 
个 不 等 式 迫 使 <6， a》 = 一 1, 0 或 1， 在 第 一 种 情况 , 4=0, 已 经 得 
证 .否则 ，(B, a)>>0， 故 (B+a, B+a) 严格 地 大 于 (B, B) 以 及 
(a, q)， 由 于 a+BEGB,，(b) 意味 着 (a,a) =(B，B)， 类 似 地 ， 
(Bt+2a,， B+2a)>(B+a，B+a)， 所 以 (b) 又 意味 着 6+2a4g， 
即 g~1, 人 迫使 B=~0. 

情形 让 (a, a)<(B8, B). 则 (at+B, a+B) 一 (a, a) 或 (8, B) 
( 据 (b)), 无 论 哪 种 情形 都 迫使 (a, 8) <0 (所 以 Ca,B》<0)， 因 而 
(Ba, Ba)>(B, 有 > (ww a), 所 以 B~a 条 各 ( 仍 根据 (b))， 即 
7~0。 同 前 面 一 样 ，La,B》《pB, a》 0, 1, 2 或 8， 但 这 里 我 们 有 
Ka, B>|<1KB, a》|, 迫使 (a,B》= 一 1, 0 或 1， 我 们 又 知道 《a 

p 人 2 

By<0, 故 (mw B》= 一 1， 由 (a)，g= 一 《p， -和 人 人 a 
所 以 B=0. 生 : 


a 了 85 。 


25.2. Chevalley 基 的 存在 性 


引 理 ” 设 a,B 是 线性 无 关 的 根 ， 选 取 zeETe X_n EI 使 
得 [waw_o] 一 ha。， 且 设 ws€ Ls 是 任意 的 ， 则 车 B 一 7@,…，B 十 ga 
是 经 过 B 的 a- 链 , 我 们 就 有 [wa[lzoze]] 一 9(7 十 1)wze，(he 的 定义 
见 命题 8.3. ) 

证 若 a+B4G, 则 gq=0, 且 [fzoze] 一 0, 所 以 上 面 等 式 的 两 
边 都 等 于 0， 在 一 般 情况 下 ， 如 在 (22.2) 里 对 任意 表示 所 做 的 那 
样 , 可 以 利用 Sa( 衬 31(2, F)) 在 上 的 伴随 表示 .也 就 是 说 , 由 4 
生成 的 工 的 So- 子 模 的 维 数 是 ++g 十 1( 即 经 过 的 oa- 链 中 的 根 
数 ), 首 权 是 7 十 gq， 按照 引 理 7.2 的 记号 , zs 是 va 的 非 零售 , 并且 
逐次 运用 ad zo。，ad w_。 倍增 在 va 上 (对 ws 也 一 样 ) 正如 乘 上 纯 量 
grt+1). 

命题 可 以 选择 根 向 量 zo€ La(z EV), 使 它们 满足 : 

(a) [Xat_al = ho, 

(b) 若 a B, atBES, [vere) =0eeratre; 则 Cag= 一 -wa, 对 
于 这 样 选取 的 根 向 量 ， 纯 量 cue(a，8,， a 二 BEE) 自动 地 满足 . 


(0) 02,— gr 上 DC 加， 在 这 里 6 一 ra …, B+ga 


是 经 过 的 a- 链 . . 

证 回想 一 下 (命题 14.3) 荆 有 一 个 2 阶 自 同 构 o, 它 把 工 映 
到 工 。(aEF), 且 作用 在 五 上 相当 于 用 一 1 作 乘 法 ， 对 任意 非 零 
的 Za€Lo，z-。= 一 0(za) Ea 也 是 非 零 的 , 且 x(wa, -a) 关 0 (% 
是 Killing 型 ). 把 zo 换 成 oto(o EF) 就 把 这 个 值 乘 上 o?. 由 于 F 是 
代数 闭 的 , 所 以 能 够 修改 。 的 了 法 ,1 使 得 x(%o, zo) 取 任意 指定 的 
非 零 值 。 在 此 规定 x (wo, zc) = 二 可 迫使 
[raw-o] ~—ha( = 下 对 于 每 一 对 根 偶 {o， 一 中 ， 都 按 上 述 方 
法 取 定 {zo，w -小 , 于 是 (8) 被 满足 ， 

现在 设 w B6, a+BEGB, 所 以 [warsj =ooszote 这 里 的 aeEF. 
。 186。 


施加 o 于 等 式 的 两 端 ， 就 得 到 [一 2_。,， 一 2-s] = 一 caezZ-n-e. 另 一 
方面 , [wow_s] =0_o, -ot-a-p, 从 而 得 到 (b)，… 

设 已 经 选 好 满足 (a)，(b) 的 根 向 量 {zo a€B}， 考 虑 a, DB a 
十 BEG 的 情形 (特别 是 a 与 B, 从 而 如 与 如 ( 见 (8.2)) 是 线性 无 关 
的 )、 由 于 如 :6 一 如 十 如 ， 从 (a) 可 得 [oseware，ouaz_o-e] 一 0zejate 


262 _ : 
-aT TBJ (ttts). . 男 一 方面 ，(b) 意味 着 左边 也 等 于 


一 [[zozo] [z_aw-e]]= 一 [za[ze[z-ow-e]]] 十 [ze[zo[z oz -ae]]] = 
[wa [ze [w_-ec oa]]] 十 [ze [zu [wz-aw-sj]]。 设 经 过 a 的 B6- 链 是 
o—7'B, .…, a+g'p. 则 上 述 引 理 可 应 用 于 每 一 个 项 (把 有 8 换 成 
它们 的 负 元 后 ， 这 并 不 影响 +,，g, 7', 9 ),， 得 到 : 9 (~ 十 1) [xz-a] 


(r+) [og] 一 2 二 + 台所， 利用 如 和 纪 


的 线性 无 关 狂 ， 将 这 里 的 系数 与 前 面 的 系数 相 比 较 ， 即 可 得 到 
(oO). 

现在 我 们 可 以 构造 工 的 Chevalley 基 . 作为 定义 ， Chevalley 
基 就 是 任意 一 个 基 {zo, wxES 有 ,1<i<<， 只 要 其 中 满足 上 
述 命题 的 (a)， (b)， 并 且 hi= ha, 这 里 4= {os, 机 只 是 $ 的 某 一 


人 基 二 理 (Ohevalley) 设 {ts，aEB， 及 , 1<i< 是 工 的 一 个 
Ohevalley 基 ， 则 它 的 结构 常数 都 在 Z 内 ， 更 精确 地 说 : 

(a) [hhy] =0, 1<i, jeL. 

(b) [hwa] = a, adwo, 1&i<!, a€ES. 

《0) [tow-a] 一 ho 是 如，…， 及 的 2- 线 性 组 合 ， 

(d) 车 a，B 为 线性 无 关 根 ，B 一 ra，…，B 填 ga 是 经 过 有 的 
2- 链 ， 则 | 
0, 若 9=0; 
土 (r+1)zorg 著 a+BEG. 

证 (a) 人 《人 a(h) = 《a, 0 得 出 ， 至 于 (o)， 
回忆 一 下 对 偶 根 av= 一 22。 形成 一 个 根系 ， 且 其 基 为 水 一 {o， 
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[warp] = | 


区 本 


…， 叶 (练习 10.1). 在 Killing 型 之 下 把 及 与 玉 ' 等同 起 来 ， 
由 如 对 应 于 m 加 对 应 于 a"。 因 为 每 一 个 av 是 4 的 如 线性 组 

合 , 故 每 个 加 是 加 ,…, 加 的 名 -线性 组 合 ， 最 后 ， (可 从 前 述 全 
题 (o) 再 结合 命题 25.1 1 的 (6) 而 得 出 . EB 

读者 可 能 会 感到 奇怪 的 是 ， 在 Chevalley 基 的 定义 中 ， 为 什 
么 要 求 cue= 一 0 -a 而 不 要 求 Cug 二 0_o, -6? 而 在 实际 上 ， 这 一 反 
对 称 性 是 必然 存在 的 ， 因 为 在 给 出 命题 的 条 件 (a) 后 ， 通 过 应 用 
Jacobi 等 式 ， 可 以 证 明 opc_。,_s= 一 (7 十 1)?, 这 就 意味 着 除非 具 
有 上 述 命题 的 条 件 (b), 否则 定理 的 条 件 (d) 是 不 可 能 成 立 的 ，( 这 
正 是 Chevalley 的 原始 证 明 的 思路 . ) 读者 可 以 验证 (练习 2)， 把 
在 〈 工 .2) 内 所 给 出 的 典型 代数 的 基 ， 作 些 适 当 修改 后 ， 就 能 得 到 
Chevalley 基 . Chevalley 定理 有 这 样 的 优点 : 它 既 给 出 了 Cheva- 
lley 基 的 存在 性 的 证 明 , 又 指出 了 怎样 从 根系 得 出 结构 常数 来, 
25.8. 唯一 性 问题 

Chevalley 基 具 有 怎样 的 唯一 性 ? 一 且 4 被 确定 后 , 有 也 就 完 
全 确定 了 . 另 一 方面 , 略微 变换 一 下 zo 的 选择 , 警 如 说 , 把 ze 换 成 
7(o)za (gE 页) 是 容许 的 ， 此 时 (a)w6, 7( 一 0)%_a] =n(a)7K 一 a) 
如， 所 以 必定 有 mCa)n( 一 @) =1("), 以 满足 命题 25.2 的 条 件 (a)， 
如 果 a, B6, a+BEB,， 则 [Ca)zo, 7(B)ze] = 9(@) 1(B) [vata] = 


Osem (0)n(B)wats 一 uem(a 十 6)zars, 这 里 的 ci 2 为 


满足 命题 25.2 的 Ab)， 使 用 (*) 作 类 似 的 计算 ， 忆 可 证 明 也 必定 有 
二 0aen(a+B) wn 本 细 加 
Ong Ha ay 或 者 , (a)w(B) = tn(a+B) (反之, 任 
满足 (> 和 (的 函数 BF 可 以 被 用 来 改变 wo 的 取 法 . 
符号 的 问题 复杂 得 多 ， 我 们 有 [zuze] = 土 (7 十 1)za1s (a, pb， 
ca+BE 划 )， 但 是 用 来 建立 这 一 等 式 的 论证 却 没有 解决 正 负 号 问 
00 
题 . 这 并 不 是 偶然 的 ， mh 0 “eas 0 2 je 
“88. 


EW 


8I(8，F) 的 Chevalley 基 的 基 元 素 看 出 来 : 偏爱 重视 某 一 种 选取 是 
没有 必要 的 。 有 一 种 算法 使 得 符号 可 相 容 地 选取 , 这 仅仅 是 以 关 
于 多 的 知识 为 基础 的 ,并 且 它 还 可 以 导致 同 构 定理 (14.2, 18.4 
的 另 一 个 证 明 ( 见 本 节 后 面 的 附注 )， 当 然 , 这 样 的 证 明 将 会 是 循 
环 论证 , 除非 自 同 构 o 的 存在 性 已 被 独立 地 建立 

也 可 先 把 乘法 表 编 出 来 ， 然 后 验证 Jacobi 等 式 以 证 明 工 的 
存在 性 (18. 为 ， 这 样 的 证 明 已 由 Tits 写 出 ( 见 后 面 附注 )， 虽 然 在 
性 质 上 它 是 “初等 的 ”. 但 它 与 以 Serre 定理 (18.4) 为 基础 的 证 明 
相 比 , 却 是 十 分 宛 长 的 . 


中 .4， 用 素数 权 的 约 化 


一 个 Chevalley 基 {wo, 如 的 2- 张 成 L(Z) 是 工 内 的 一 个 格 ， 
它 与 4 的 选取 无 关 ， 在 由 工 继承 下 来 的 方 括号 运算 之 下 ( 它 的 
封闭 性 可 由 定理 25.2 保证 ),- 它 甚 至 是 上 的 李 代 数 ( 在 明显 
的 意义 下 )、 如 果 于 ,=2Z/pZ 是 特征 数 2 的 素 域 , 则 可 定义 张 量 积 
工 (F,) =- 工 (Z) @zFp， 工 (Fs) 是 ,上 向 量 空间 ， 具 有 基 {za@1 
及 @1}， 此 外 , 荆 (2) 内 的 方 括 导 运算 诱导 了 荆 (F,) 上 的 一 个 自然 
李 代 数 结构 ， 这 一 乘法 表 与 定理 25.2 的 那 一 个 基本 相同 , 不 过 整 
数 都 化 成 了 mbd p. 

如 果 K 是 证, 的 任 一 扩 域 , 则 L(K) -了 工 (了 ED)GrK= 工 (Z)Q@zk 
从 工 (下 ) 继 承 了 基 及 李 代 数 结构 ，: 用 这 样 的 方法 , 对 于 一 个 二 元 . 
组 (五 K), 我 们 可 以 联系 一 个 K 上 的 李 代 数 ， 它 的 结构 类 似 于 工 . 
我 们 称 也 (K) 为 Chevalley 代数 ， 尽 管 工 (Z) 依赖 于 根 向 量 m 的 
取 法 , 但 是 很 容易 看 到 (练习 5), 它 被 工 确定 到 仅仅 相差 一 个 (2 
上 的 ) 同 构 ， 类 似 地 , 代数 工 (K) 仅 依赖 于 二 元 组 (二 k) (可 以 相差 
一 个 同 构 ). 

为 了 使 这 些 说 明 更 直观 起 见 ， 我 们 考虑 荆 = 红 (1 十 1, F)， 显 
然 卫 (K) 的 乘法 表 与 红 (1+1,，K) 关于 标准 基 (1.2) 的 乘法 家 是 同 
样 的 , 所 以 LCK) 8I(1+1, K)， 从 F 转化 到 K 时 可 能 发 生 的 仅 有 
的 变化 是 , 工 (K) 可 能 不 是 单纯 的 ; 在 这 里 , 当 chark 能 除 尽 1 上 II 


ede9。 


时 ， 它 有 一 个 一 维 中 心 , 是 由 纯 量 阵 构成 ( 见 练习 2.3 及 下 面 的 练 
习 8)， 


25.5，Chevalley 群 的 构造 (伴随 型 ) 

命题 设 ae€6, mE2Z+, 则 (adocjn/ml 使 二 (2) 不 变 . 

证 只 要 证 明 Chevalley 基 的 每 一 个 元 素 被 映 回 到 工 (2) 中 
即 可 。 我 们 有 (ad ze) (加 ) = [za 同一 一 人 o axaE 了 2) 对 于 所 有 
m 之 2， 有 (adwe)?/ml (及 ) =0， 类 似 屯 ) (ad za) (w_=) =hs. EL(Z). 


(adzo) /2.(6_o) 一 二 [eh] 一 一 aE (2)， 且 对 所 有 的 mm 光 8 
有 Gd” (o -0 对 于 ml 当然 有 edca)” (s,) 0， 省 


下 来 要 考虑 的 基 元 素 是 vs， B+* +a. 如 果 B 一 ra 9 B+go 
是 经 过 B 的 oa- 链 ， 则 对 于 根 6+a B+2a, ”9 B+ga 来 说 ， 起 
着 相当 于 的 作用 的 整数 是 (相应 地 ) "th ?+2,，， ., ?十 q。 所 
以 . 
dle)” (we) = +tD C+D +m) 
mm! 


(或 0, 当 Bimagg 时 ). 


所 六 及 到 的 系数 失 巡 是 二 项 式 各 (7 所 以 右边 是 zormo 的 
整数 售 . 目 . 

这 一 命 厦 有 如 下 的 意义 :二 是 工 的 伴随 表示 的 模 ， 且 荆 (Z) 是 
石 内 的 一 个 格 ， 它 在 自 同 态 (ad zo)"/m! 下 是 不 变 的 ， 从 而 也 在 
expad wa~1+ad sat (ad za) /21 十 .…( 因 为 ad mo 等 零 ， 故 和 式 是 
有 限 的 ) 之 下 不 变相 应 于 Ohevalley 基 , Int 工 ~ G 可 以 看 作为 条 
阵 群 ， 由 所 有 sxpad oz (aET, oE2) 生成 的 子 群 使 到 (Z) 不 变 ， 
所 以 由 整 系数 矩阵 所 组 成 而且 行列 式 是 1). 特 别 当 p 是 素数 , 玉 ， 
是 2 个 元 素 的 素 城 时 , 把 所 有 的 拓 阵 元 化成 moa 后, 可 以 得 到 

上 的 估 降 群 ， 它 作用 在 李 代数 (Fs) 上 相当 于 一 个 自 同 构 玫 

记 为 G(F,). 

更 一 般 地 ， 设 克 是 不 定 元 ， 则 出所 有 expaazoutaG 国 生 丰 
490。 


的 矩阵 群 是 由 系数 在 Z[T] 内 ( 且 行列 式 为 1) 的 矩阵 所 组 成 , 所 以 
把 了 换 成 ,的 任意 扩 域 K 的 元 素 后 ， 即 可 得 到 K 上 的 矩阵 群 
G(K)， 这 样 一 个 群 称 为 (伴随 型 ) Chevalley 群 ， 当 K 为 有 限时 ， 
这 个 群 是 有 限 的 , 并 且 (除了 少数 例外 ) 是 单纯 的 ， 通 过 证 明 这 一 
结论 ，Chevalley 列举 出 了 几 个 以 前 不 知道 的 有 限 单 群 族 . 


练 习 

1， 通过 验 看 秩 2 的 根系 以 证 明 命题 25.1(e)。 [注意 w 6 中 的 一 个 可 
设 为 素 根 .] 

32、 如 何 改变 (1.2) 中 列举 的 典型 代数 的 基 以 得 到 Chevalley 基 ? [ 见 练 
习 14.7,] 

3. 使 用 命题 25.2 的 证 明 给 出 练习 9.10 的 新 证 明 . 

4， 如 果 在 钾 的 每 一 不 可 约 分 支 内 只 出 现 一 种 根 长 度 ( 即 @ 的 不 可 约 分 
支 是 型 A, D,E 的 ), 证 明 在 定理 25.2 内 所 有 的 coo= 土 1( 当 a, B, a+BE@ 
时 ). 

5. 证 明 在 工 内 选取 不 同 的 Chevalley 基 能 导出 加 上 同 构 的 李 代 数 
(多 ). (“名 上 同 构 ” 是 和 域 上 疗 构 一 样 被 定义 .) 

6， 对 型 B 的 代数 , 设 正 根 为 a, B, a 十 B, 2B 十 a， 验 证 以 下 的 等 式 正 是 
从 Chevalley 基 导 出 的 结果 (并 且 正 负 号 是 相 容 的 ); 


[he, zp] =—27p [zp, zc] 一 Zae 

[he, zal = —276 [zs, Lorp] =272p+a 
[hs, za+e] 一 0 [zo ze o]= 一 2 _。 
[he, zap+a] —2790+6 [zp, 2-3p_a] = —7T-o-p 
[ha, zxo]= 一 ze [zeo，z_-a-o] 一 7-e 

[ho, zal =2x0 [Lat+p, -36-c] 一 2_6 
[ha, zao+o] 一 Zaye Lho，zae+o]=0 


7. 设 F=0， 取 定 研 的 一 个 Chevalley 基 ， 且 该 忆 是 由 元 素 W 二 也 
(iD ,za 一 za 以 及 VI(zs+z_o) (aED+) 所 张 成 的 工 的 了 - 子 空 间 ， 
证 明 这 些 元 素 构成 了 工 在 @G 上 的 一 个 基 ( 所 以 工 兰 ZrGaC)， 而 且 忆 在 方 括 
号 运算 下 是 封闭 的 (所 以 本 是 及 上 的 李 代 数 )， 证 明 工 的 illing 型 下 
好 就 是 “在 上 的 限制 ,而 且 * 是 负 家 的，(Z' 是 的 "时 至 实 形 式 "， 它 与 
一 个 紧 致 李 群 相关 联 ，) 


eg 


8. 设 亏 = 引 (+1L F)，K 是 任 一 个 特征 数 p 的 域 ， 如 果 p47 寺 1， 则 
LCK) 是 单纯 的 ， 如 果 p=2, ?= 则 工 (K) 是 可 解 的 ， 若 1>1, Pl1+l 则 
Rad 5(K) = GZ (K))， 由 纯 量 矩阵 所 组 成 . 

9. 证 明 对 于 型 A 的 乙 ， 得 出 的 伴随 型 Chevalley 群 G(K) 同 构 于 P8Z 
G+L K) 一 8LC+1 K) 模 纯 量 (这 些 纯 量 是 K 内 的 ?十 工 次 单位 根 )。 

10. 设 荆 是 型 Gy 的 ，K 是 特征 数 3 的 域 ， 证 明 工 CK) 有 一 个 7- 维 理想 
M( 参 看 那些 短 根 )、 试 描述 LCK) 在 LCK)/M 上 的 表示 . 

卫 ，Chevalley 群 G(K) 作用 在 LK 上， 相当 于 一 个 李 代 数 自 同 构 的 
群 . 

12. 在 (19.3) 中 所 列 出 的 G 的 基 是 不 是 Chevalley 基 ? 

[附注 】 

本 节 的 思想 都 来 源 于 Chevalley 的 讨论 班 的 文章 [3]. 我 们 的 处 理 是 遵照 Steinberg 
[2] 的 讲演 记录 , 这 是 关于 QObevalley 群 总 谣 的 最 好 的 原始 资料 . Garter [13, Curtis[1] 
对 有 限 群 作 了 很 好 的 概观 。 关 于 选择 Chevalley 基 的 符号 的 算法 由 Bamelson [1] (第 
54 页 ) 作 了 描述 。 以 详细 地 (但 是 初等 地 ) 研究 符号 为 基础 的 存在 定理 的 一 种 证 明 方 
法 , 可见 Tits[1]。 


26、Kostant 定理 A 


工 ,， 瑟 ,， $6，4 同 前 . 并 取 定 工 的 一 个 Chevaljey 基 {fzo，aE 9G; 
h, <ie0}. 

为 了 构造 与 乙 的 任意 表示 (不 仅仅 是 ad) 相关 联 的 矩阵 群 ， 
我 们 必须 在 (I) 内 工作 . 它 的 思想 是 ;在 一 个 任意 的 《有限 维 ) 
工 - 模 里 构造 一 个 类 似 于 (2Z) 的 格 ， 它 在 所 有 自 同 态 由 (ze)”/mnl 
之 下 保持 不 变 。 这 一 构造 将 利用 11( 卫 ) 的 “2- 形 式 ”， 它 实际 上 正 
是 U( 刀 内 由 所 有 2s/m! loE9) 生 成 的 带 1 的 子 环 ; 


26.1. 组 合 的 一 个 引 理 


回想 一 下 二 项 式 系数 (多 )~ 人 一 上 《9 一， 如 果 这 
里 的 4 被 换 成 任 一 个 交换 结合 下- 代数 ( 带 1 的 元 素 %， 而 所 得 到 
的 表达 式 仍 有 意义 ， 且 记 为 (多)，kEZ+， 与 二 项 式 系数 的 等 式 
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nh 


Ys 


( 让) 一 ( 虽 )- (21) (类 伺 的 公式 仍然 可 用 ， 当 是 负数 时 ， 
我 们 照例 认为 ( 》 ) 是 0 而 (6). 

引 理 ” 设 也， …， Ti 是 不 定 元 , 了 =f/(T,，…, Ti) 是 F 上 的 多 
项 式 使得 当 抽 多时 ， (mm) ED， 风 了 是 多 项 
(如 儿 如 )() 的 加 线 性 组 全 其 中 bb …， E21 县 不 
i 


证 首先 注意 到 结论 是 合理 的 , 这 是 因为 
(TP )- PED Th) 


i 


当 Zi 换 成 整数 时 ， 确 实 取 了 整 值 、 也 注意 到 所 给 的 多 项 式 构 成 
F(T, …, J 的 一 个 F- 基 . 
对 1 以 及 对 了 关于 TT 的 次 数 作 归 纳 法 ， 如 果 了 是 一 个 常数 


多 项 式 , 它 必须 是 1 (4) 的 整数 全 , 所 以 没有 什么 要 证 的 ， 一 般 
地 ， ff TD) (加)， 这 里 + 是 了 关于 2 的 次 数 ， 
且 记 (73， …， Tis) EF [Ts，…， Ti]， 在 等 式 两 边 形式 上 用 
Ti+1 代 Ti 再 相 减 ， 前 述 的 等 式 (") 说 明 有 边 等 于 宫 六 (Tu …， 
Ti) (ph 而 左边 是 一 个 满足 对 了 的 原始 候 设 的 多 项 式 ， 重 复 
这 一 过 程 > 次 ， 直 到 右边 除了 (了 )= 工 外 其 余 的 二 项 式 系数 都 
变 为 0 而 ( ,2 ) 正 是 疡 (Ta …， Ts) 的 系数 , 因此 广 满足 对 上 


的 假设 ( 它 在 Z! 土 取 整 值 ), 但 它 的 变量 比 了 少 一 个 ， 根 据 归纳 
假设 ，f 可 以 表示 成 所 要 求 的 形式 ， 此 外 ，f 一 f(Ts，。…， Ti) 


(? 人 请 尼 对 于 的 原始 信 设 ,但 它 它 对 J 的 次 数 <m 所 以 再 一 次 使 用 
归纳 法 即 可 完成 证 明生 


26.2， 特殊 情况 ， a1(2, py 


“在 这 一 小 节 里 ， 考 虑 特殊 情况 厂 - 红 (2 F), 它 带 有 标准 
‘093'。 


(Chevalley) 基 zy, h.。， 以 下 的 引 理 及 其 推论 可 导致 在 此 情况 下 
的 Kostant 定理 的 证 明 。 它 将 用 在 后 面 ， 以 得 到 一 般 情况 下 的 证 
明 . ， 
引 理 着 weSZ+, 则 在 11(Z 内 有 有， 
”NA or (eit DAW 
Ci (a—h)! 下 ey * 
证 车 a=0( 或 6=0), 右边 变 成 订 ( 或 哲 ) 着 4=0=1 
等 式 变 成 zy 一 yz 十 h (这 是 正确 的 )， 一 般 地 ， 对 “与 。 施行 归纳 
法 .首先 , 设 o=4, 且 对 a 施行 归纳 法 , 得 到 
WW YY 
Gil (一 1)1 6 
一 1 
~ a-1)1 党 + tar 
4p- 功 2%?-! 加 y+ 
ar +t 和 —2)! a(g—2)! a(g—8)! 
网 yp ___ 
(a— 加 《一 2)1 


Ta bat2) 人 


+ 

(g— 1 

现在 对 。 运 用 归纳 法 ， 再 联合 运用 (26.1) 的 等 式 (9) 以 及 下 述 事 
实 : 对 任 一 多 项 式 (T) 有 2/(h) =f(h 一 2)w (使 用 关于 m 的 归纳 
法 ,对 多 项 式 T" 验证 此 结论 ， 参 看 以 下 的 引 理 26.3D). 中 。 
推论 对 于 5EZ+，(8) 是 在 由 所 有 以 及 如 (a,oE2+) 

记 生 成 的 世 ( 世 的 于 环 内 
证 车 3~0, 这 是 显然 的 . 所 以 可 对 3 施行 归纳 法. 在 引 
本 洁 帮 oo 有 有 过 杰 让 (人 )+ 号 1( 人 -中 +2) 
-ET (而 且 它 尘 在 1 的 上 述 子 环 内 ). 令 b<b, 多 项 式 
人) 是 一 个 不 定 元 ) 旺 然 在 下 数 上 取信 所 以 引 理 


194。 


(并 一 4 十 工 )， 


Ys 


26. 1 容许 我 们 把 它 写成 多 项 式 (7 ) 的 2 线性 组 合 ,其 中 j< 从 <6) 


利用 对 的 归纳 法 可 知 每 一 个 ( 4 ) 是 在 (了 的 上 述 子 环 内 ,所 以 
(3 ) 也 是 如 此 .时 . 


26.8. 关于 交换 的 引 理 


现在 回 到 一 般 情况 . 因为 对 每 个 a4€5, 3 维 单纯 子 代数 8。 的 
标准 基 可 取 成 工 内 已 选 定 的 Chevalley 基 的 一 部 分 ， 所 以 (26.2) 
的 结果 可 以 不 受 约束 地 应 用 于 只 涉及 到 土 a 的 情形 .现在 的 主要 
问题 是 处 理 线性 无 关 的 根 侦 . 
引 理 A 设 了 ,WW 是 亏 模 , 带 有 相应 的 子 群 4 B， 如 果 4， 
B 在 所 有 自 间 态 -经 (aEB, 1EZ+) 下 不 变 , 则 4A@BCV@W 也 
是 不 变 的 . 
证 回忆 起 zo.(v260w) 一 zo.5@w+ Vro.w， 运用 二 项 式 展 
开 , 可 以 看 到 
条 oem - 访 ( 基 "Ot 避 
车 +€4, wE.B, 则 右边 的 每 一 项 都 在 4@B 之 内 . 和 
”推论 设 工 Z) ( 同 (25.4)) 是 二 的 Chevalley 基 的 2- 张 成 。 
则 对 aE€D, 1E2+, 《4ge) 使 荆 (2)@L(Z)@…@L(Z) 不 变 . 


证 TA 有 

设 罗 是 现 的 一 个 子 集 , 如 果 a, BE a+BE 功 意味 着 a 
AEZ， 则 称 多 是 闭 的 ， 例如 二 区; 所 有 的 ia+jB EG 的 集合 
必 和 PP0 ww B 是 线性 无 关 根 ). 

引 理 B 设 多 是 一 个 闭 根 集 ， 多 由 一 多 诗 是 由 所 有 


-最 (aE, 4E2) 生 成 的 (DD) 的 子 环 ( 带 有、 则 相对 于 罗 的 任 


意 一 种 给 定 的 序 ， 乘积 卫 竹 ( 接 给 定 的 序 写 出 ) 的 集合 焉 遍 吕 模 


e 195…。 


蕊 的 基 . . 
证 很 清楚 ，Ls(aE 罗 ) 的 F- 张 成 是 荆 的 一 个 子 代数 节 ， 把 
PBW 定理 应 用 于 {1( 了 )， 可 知 被 指出 的 乘积 确实 构成 了 竺 在 F 
上 的 基 ， 因 此 只 要 证 明 系 数 都 在 加 内 就 够 了 ， 我 们 称 避 和 为 


IJ 和 的 次 数 ， 若 mnE 天 不 是 纯 量 ， 则 z=o IT” 2 十 (次 数 < 


aeB tal 


的 下 这 里 0 关 oEcPF ， 且 剩 下 的 次 数 t 一 之 如 的 项 将 素 洲 到 与 (.。 
…) 不 同形 式 的 序列 .现在 (通过 伴随 表示 ) 作用 在 TB…GQP 
GN 于 ， 特别 地 ， 观察 (wa: -0) © (2- 2% Or-a) 


to te 
的 …)， 这 里 多 一 (a B, 0). 那么 这 一 个 元 素 在 五 @…@ 开 里 
的 分 量 是 什么 呢 ( 关 于 标准 PBW 基 )? 经 验算 可 知 , 里 的 第 一 项 ， 
了 I 于 能 得 出 c(h@…@hy)@ (hs@…@he)@.…)， 可 是 在 
SG Vg. 一 一 一 一 


、 同 : tp 
“里 的 所 有 其 它 的 项 IT 所 二 作用 于 上 述 元 素 上 不 能 得 出 及 @… 


五 里 的 非 零 分 量 : 或 者 它 们 所 含有 的 因子 数 太 少 (Bw< Et), 
或 者 虽然 有 马 如 = 也 如 但 是 各 个 因子 “分 配 ?得 不 正确 . 

引 理 A 的 推论 黑 说 ，% 保持 了 (2Z) @…G@Z(Z) (个 因子 ) 不 
变 ， 此 外 ,LCZ) 与 4 的 选取 无 关 ， 所 以 假设 a( 甸 的 第 一 个 元 素 ) 
是 素 根 使 8 十 素 根 的 加 组 成 了 自由 2- 模 五 (2Z) = (2) 几 有 H 
的 基 , 斥 以 它们 的 各 个 张 量 积 构成 了 自由 器 模 囊 (Z)Q@Q… 四 五 (2) 
的 基 , 另 一 方面 ,刚才 已 证 60s@…@h)@(he@…@hy)@: )< 
H(Z)O-.. "BH (2). 这 就 后 得 cE 现在 可 从 x 内 减 去 oI 徊 i 
而 对 充 案 “一 -IIS EE 可 重复 同样 的 论证 ， 对 项 的 个 数 进 行 归 
纳 ， 即 可 完成 引 理 的 证明 [i 

为 了 便利 起 见 , 让 我 们 把 (DD 内 的 元 素 中 a (mii), 2 


EZ, +EZ*) 的 任 一 委 积 称 为 M(B 内 的 一 1 它 的 高 订 等 
所 出现 的 各 个 之 和 有 


人 i re 
和 196.。 
二 


和 


引 理 C 设 a, 6Eg, 及 mE2Z+、 则 到 和 是 如 


m!l Ek! 

它 的 高 度 之 十 m 的 单项 的 2Q- 线 性 组 合 . 
证 若 a=8p, 不 需 证 明 . -如果 a= 一 B, 可 从 引 理 26.2 得 出 , 
否则 ，a, B6 是 线性 无 关 的 ， 训 们 可 吕 把 上进 蝎 电 应 用 于 著 超 


训 + jp(G5 j>0) 的 根 集 ， 把 所 给 的 单项 写成 各 开 以 及 其 它 单 


项 的 吕 - 线 性 组 合 ， 剩 下 的 ， 是 证 明 这 些 其 它 单 项 的 高 度 痢 < 二 
m， 但 PBW 定理 (17.8) 已 经 向 我 们 保证 如 -和 等 于 -公开 


m!l Et 

上 次 数 <X+m 的 PBW 基 元 素 的 F 线性 组 合 . 由 于 使 用 着 个 
PBW 基 ( 或 它 的 纯 量 倍 ), 这 就 完成 了 证 明 . 县 

引 理 D 设 w_.EEG 了 (T) GF[T1T 是 不 定 元 )、 则 对 所 有 
的 EZ+, wef he) =f (he— ka(he)) ws 
”证 由 于 线性 的 性 质 ， 只 要 对 了 是 形 如 Tm 时 加 以 证 明 就 名 
了 .此 时 论 贿 次 成 了 ; 2 如 二 (he 一 ka(hg))" 霹 (")， 和 如 上 或 = 
0, 这 是 明显 的 ， 若 X=m=1， 则 得 wah 一 have 一 a(ha)zs 一 (hg 一 
a(hg))zo, 这 正 是 所 要 求 的 。 再 对 上 和 m 施行 数学 归纳 法 ， 对 固 
定 的 由 (") 对 所 有 <m 的 指数 成 立 , 可 意味 着 (") 对 .m 成 立 ， 所 
以 对 =1 以 及 任意 的 m,(*) 式 为 实 ， 于 是 , 由 (") 对 < 的 指数 
以 及 任意 的 mm (或 . 成 立 ， 即 意味 着 (") 对 此 以 及 任意 的 驰 城 
立 . 和 目 


26.4， Kostant 定理 的 证 明 


歌 定 S$ 的 某 一 个 序 (as,… on) 用 4= (cs …，qm)， B= 
(Db1, 7, b), OG= (01, .…, 0m) 天 示 非 负 整 数 的 m 元 组 或 1 元 组 . 
然后 如 下 地 定义 (ZL) 的 元 素 : 


.3407 。 


注意 到 各 个 及 组 成 了 UC) 在 F 上 的 基 实质 上 , 这 就 是 (26. 了 1) 内 
把 它们 与 多 项 式 相 联系 时 所 提 到 的 结论 ， 把 它 与 PEW 定理 联合 
起 来 , 就 可 证 明 各 个 元 素 f4haeo 构成 T(Z) 的 一 个 F 基 . 


定理 (Kostant) 设 1(ZD)z 是 由 所 有 w/t! (aE, 1E21) 生 


成 的 4(Z) 的 子 环 ( 带 坊 、 又 车轴 是 1(L) 里 的 格 , 县 有 由 所 有 


fahaeo 组 成 的 台 基 ， 财 见 一 1( 卫 )z. 
证 实际 上 这 是 一 件 拟 合 工作 。 首先， 根据 引 理 26.2 的 推 


论 ,每 个 (8:) EM(Dz 所 以 开 cTt(DDz 


反 过 来 的 包含 关系 较 难 证 明 ， 不 过 只 要 能 证 明 每 一 个 “单项 ” 
(在 (26.3) 内 被 定义 ) 都 在 加 内 就 够 了 , 这 是 因为 它们 张 成 了 加 - 模 
1(Z)z。 为 此 我 们 对 “次 数 ” 使 用 归纳 法 ，0 次 的 单项 只 含有 形 如 


(富力 的 因子 根据 引 理 26.1， 它 们 在 加 内， 一 般 说 来 , (26.3) 


的 引 理 和 D (再 加 上 归纳 假设 ) 容许 我 们 把 一 个 单项 写成 其 它 
一 些 单项 的 多 -线性 组 合 , 而 使 得 这 些 单项 里 涉及 到 的 %_。,-h 与 2 


都 按 给 定 的 次 序 排列 , 等 式 对 2 ~(" 江 们 < 进一步 保 


证 在 每 一 个 所 得 到 的 单项 时 的 各 个 6. 到 多 内 现 _ 一 次 . 在 此 引 理 
26.1 及 (26.3) 的 引 理 D 就 可 使 我 们 完成 这 一 证 明 . 里 


练 “ 习 


1. 设 忆 一 条 (2，F)， 令 (to ou …， on) 是 (7.2) 内 对 首 权 .mm 的 不 可 约 

工 - 模 了 Vbm) 所 构成 的 基 . 证 明 这 一 基 的 2 张 成 在 人 CL)z 之 下 是 不 变 的 . 设 

《wo ta …， tm) 是 (22.2) 里 所 使 用 的 Vm) 的 基 ， 证 明 w 的 加- 张 成 在 
1(L)z 之 下 不 是 不 变 的 . 

2. 设 和 EA4+CH* 是 支配 整 线性 函数 ， 回 忆 一 下 (20.3) 的 模 ZCN) 及 不 

可 约 商 PX) =2ZC)/YQ)， 证 明 ; 根据 区 ogtant 定理 , 7() 的 权 炙 的 重 数 可 

以 有 效 地 计算 如 下 ; 如 果 v+ 是 2 的 极 大 向 量 ， 则 使 得 互 aas 一 2 一 卢 的 各 

个 思 r 人 -构成 ZCX) 内 的 上 权 空 间 的 F- 基 ,. (参看 (24.1) 的 引 理 D.) 然后 ， 


。Y08。 


i 


下 


bi 


如 果 了 aai= Zou。， 则 eofssot+ 是 ost 的 一 个 整 倍数 。 这 样 ， 导 出 了 一 个 
2xq 整 矩阵 (wos) (4 一 人 在 和) 内 的 重 数 )， 它 的 秩 一 mx(J)，( 参 见 练习 
20.9. ) 此 外 , 只 要 知道 了 Chevalley 基 的 结构 常数 , 这 一 整 矩 阵 就 可 计算 出 
来 . 对 于 型 As, 取 小 的 和 一 岂 做 一 次 这 样 的 计算 . 

【附注 】 

定理 26.4 出 现在 ostant[2], 在 此 复述 了 Bteinberg[2] 里 的 证 明 。 对 于 从 一 个 
“图 脉 ”Scheme) 的 观点 出 发 的 有 关 材 料 ， 参 见 Chevalley [4],Borel[2] 、 练 习 2 是 
以 Burgoyne[ 了 为 基础 的 。 


27. 容许 格 


记号 如 同 $ 26, 利用 及 ostant 定理 ， 我 们 将 在 任意 有 限 维 五 
模 里 构造 一 个 “容许 ” 格 ,而 且 找 述 它 在 工蜂 的 稳定 子 ， 用 素数 模 
约 化 就 能 导致 在 任意 素 特征 数 域 上 的 线性 群 及 线性 李 代数 ， 它 扒 
广 了 8$ 25 里 给 出 的 Chevalley 群 及 Chevalley 代数 的 构造 . 


27.1. .容许 格 的 存在 性 

从 ostant 定理 (或 它 前 面 的 引 理 ) 可 得 出 , 如 果 入 + J Du， 
-= 了 Ls 则 MG) ML( 互 ) CN*) 各 有 一 个 "2- 形 式 ， 分 别 
带 有 由 Js， hs, eo 所 构成 的 2- 基 ， 我 们 把 这 些 子 环 记 为 1z，1， 
,所 以 Uz(==U(L)z) 等 于 Uz12Uz. 

更 进一步 的 准备 是 : 把 F 上 有 限 维 向 量 空间 7 内 的 一 个 梅 作 
定义 为 (在 F 上 ) 的 一 个 基 的 名 - 张 成 ， 因 为 charF~0, 六 的 一 
个 有 限 生成 加 - 子 模 自动 地 成 为 一 个 有 限 秩 的 自由 -名模 ,所 以 
内 的 一 个 格 可 以 刻 划 成 六 的 一 个 有 限 生 成 子 群 ， 它 在 F 上 张 成 
V, 且 有 2- 秩 <dimsy. 

引 理 设 4EZ, 58CZ 是 不 含 G 的 有 限 集 、 则 存在 F 上 多 项 
式 KCC TD)， 使得/(2) C2, f(a) 1 且 f(S)=0. 

证 假定 4=(g,…, 9)， 如果 4E21, 置 frCTs…, 0) 一 


识 (人 cc ( 网 引 理 26.1)， 


fr(G) =1 在 2! 内 以 6 为 中 心 , 边 长 为 2 的 “箱子 邹 内 ,显然 色 除 
“199.. 


了 4 之 外 都 取 0 值 ,， 记 以 只 村 把 过 选取 尼 够 大 ， 使 得 这 个 “箱子 ” 


把 整个 有 限 集训 在 内 , 再 令 / 一 了; 即 可 . 是 

定理 ” 设 严 是 有 限 维 矿 模 ， 则 ， 站 

(a) 矿 的 任 一 个 在 -Utz 之 下 不 变 的 子 群 是 它 与 六 的 权 空间 的 
交集 的 直 和 ， 

和 含有 一 个 格 , 它 在 1z 下 不 变 . 

证 (a) 设 允 是 六 的 一 个 子 群 ， 它 在 lz 下 不 变 ， 对 于 万 
的 每 一 个 权 jy， 里 4(W) = (0 ，…， J(h))EZ'， 取 定 六 的 任 
意 权 %》 上 述 引 理 能 够 导出 一 个 F 上 ! 变量 的 多 项 式 f, 使 得 (2Z') 
C%, f(4()) = 二 县 对 开 (V) 内 的 1 有 Jf(4(g)) 0.: 置 u= 

f (fu … 内， 根据 引 理 36,1, vE1&， 显 然 , 4 作用 在 六 上 相当 
于 到 了 ,上 的 射影. 特别 是 ,如 果 vEM, 则 它 的 Jr 分 量 ww 也 在 
2 内 . 

(b) 据 完全 可 约 性 的 Weyl 定理 , 可 假设 六 (X) ed， 
即 六 不 可 约 。 令 vt+ EV 是 ( 权 入 的 ) 极 大 向 量 ， 且 置 人 M11z.%+. 
因为 在 妊 的 如- 基 {eo} 时 除 1 外 的 所 有 元 素 都 使 o+ 变 为 0, ;我 们 


有 寺 w*+~Zor.. 而 且 也 有 to+ 一 om 这 是 因为 (以 ) 作用 在 


上 相当 于 用 整数 
ACh) Qh) 一 区 Ch) —6 十 1) 
: “bb 


: a 
作 纯 量 乘法 ， 也 就 是 说 ，Yz.v* =1z W813.v+ 一 Uz.(2v1) =~. 
所 以 在 az 下 对 是 不 变 的 ， 这 一 论证 也 说 明了 Mn 及 =Zor， 我 
们 知道 , 除了 有 限 个 f4 以 外 ， 其 余 的 六 都 零 化 了 2*, 所 以 耻 是 
有 限 生成 的 .此 外 , 由 于 Uz 全 有 WY) 的 F 基 ， 而 NT) .vt 
Fr 因此 对 在 F 上 张 成 F。 

剩 下 要 证 的 是 : 用 的 2 鞭 不 超过 ai 如 果 不 是 这 样 设 
7 着 里 下 述 向 量 最 少 的 个 数 : 它们 在 2. 上 是 自由 的 , 但 在 F 上 


线性 相关 ， 车 如 说 , 思 go= Om F， 0Y%wcEM)， 必定 有 某 个 UE 


He 使 4 和 % 窒 菲 告 的 丙 - 分 量 ; 青 则 , 1. 净 生成 不 可 约 检 本 的 一 个 


"200.., 


三 


非 零 真 11(I)- 子 模 ， 另 一 方面 , 每 个 wv(I<i<7) 的 六 -分 量 在 
MH 内 (根据 (a)), 故 它们 都 是 v1 的 整数 售 , 即 mw*( 因 为 烤 个 六 
Zv+)， 因 而 aw=0 意 昧 着 a (wo0 一 0， 于 是 了 ax 一 0 (但 


mi 天 0)。， 从 而 0=mz 3 ou 一 (Bam) V1= p>3 GAC 


向 量 mau 一 maoa(2<i<m) 在 1 内 而 且 显然 在 2 上 是 自由 的 ， 但 
它们 在 F 上 线性 相关 , 故 与 7 的 极 小 性 相 矛 唐 ， 这 就 证 明了 M 是 
的 一 个 格 , 且 在 llz 下 不 变量 : 
在 有 限 维 五 模 矿 内 ltz 下 不 变 的 格 叶 称 为 容许 格 ， 上 述 定 
理 的 (b) 断 定 了 这 样 一 个 格 的 存在 性 ， 它 的 证 明 也 已 说 明了 怎样 
构造 它 (如 果 严 不 可 约 ， 它 就 是 包含 给 定 的 极 大 向 量 的 最 小 可 能 
容许 格 )。(s) 意 味 着 用 一 隔 ,，(M NV )， 当 然 , 当 太 是 五 自 己 


时 (关于 伴随 表示 aa)， ohevalley 基 的 丰 业 成 就 是 一 个 容许 格 
(25.5). 


27.2， 容许 格 的 稳定 子 


设 六 是 有 限 维 二 模 ， 为 了 避免 平凡 的 情形 ， 我 们 假设 六 是 
一 一 的 (也 就 是 说 ， 把 荆 中 平凡 地 作用 在 也 上 的 单纯 理想 会 去 ). 
则 容易 看 出 , 代 (7) 的 名- 张 成 , 称 之 为 4()， 介 于 4 及 根 格 4， 
之 间 (练习 21.5). 

利用 定理 27.1, 选取 六 内 一 个 容许 格 及， 上 且 设 Lr 是 它 在 荆 
内 的 稳定 子 , 有 r= 万 几 Lr，( 以 后 将 要 证 明 ; Zr 仅 依 赖 于 7, 而 与 
了 的 选取 无 关 , 所 以 这 样 的 记 法 是 不 会 发 生 歧义 的 ，) 显 然 工 (Z) 
GJ, 且 Ly 在 方 括号 运算 下 是 封闭 的 ， 根 据 定理 27.1 的 (8), 所 
谓 hE 互 使 下 不 变 ， 也 就 等 于 说 和 (h) EZ 对 所 有 和 EII(V) (或 
A(V)) 成 立 .这 也 说 明了 对 于 格 的 包含 关系 4 二 4(V) 一 Ai 可 以 
诱导 出 相 逆 的 包含 关系 互 (Z)C 及 rc 及 ， 这 里 的 有 Ho。= 信 EH| 
和 (从 E 吕 对 所 有 AE AI} 以 及 互 (如 一 及 NL(Z) (一 所 有 h(a€) 
的 Z- 张 成 )。 特 别 是 , 互 * 是 五 内 的 格 , 我 们 的 目的 是 证 明 Zr 是 
工 内 一 个 容许 格 ， 以 下 的 一 般 引 理 是 第 一 步 。( 它 可 以 被 写成 关 
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于 结合 代数 的 一 个 结论 , 但 在 此 只 需要 它 的 一 个 特殊 情况 .》 
3 者 <EKCD， 2EZ MD 
ace) (ww) = (- 一 了 一 一 一 ~ 一 rr “和 邯 
证 对 %=1， 上 式 变 成 ad vw (w%) = wu — uy, 由 定义 ， 这 是 正确 
的 对 % 施 行 归纳 法 ， 
d 多 a 1 一 1 4 v1-t 
和 -加 (D' 而 后" 车 ) 
n—1 4 oi $ 
-( 久 (-D jr-51 条-) 
弗 一 1 4 vt 1—# 十 1 
. -CD' mE 1—%)! “ss) 
把 指标 % 代 换 以 i 一 1 后 ,第 二 人 
4 EE 
-六 D'or ter “GDI 
对 于 0<i<n, 把 两 个 和 式 的 第 项 合并 , 可 得 
nt, 1 1 
(Dw ue (Tr CITC ). 
杀 号 星 的 数 正 是 一休 T5T 第 0 项 与 第 "项 是 如 4 及 (一 1)%w 
“如, 正 是 所 要 证 的 . 外 
命题 Zr 是 三 模 民 里 的 容许 格 .. 此 外 ，Zr= 五 十 2 


贰 凡 用 仅 依赖 于 及 (或 仅 依赖 于 A(V))， 与 7 的 选取 无 关 . 
”证 我 们 知道 上 (2) = 五 (2) + 了 I 2z。<Lr， 并 且 显 然 Hy 忆 
r， 另 一 方面 ,上述 直 理 癌 证 了 在 所 有 的 (aawu)m/m! 之 下 , Ly 是 

和 (从 而 也 是 在 好 之 下 不 变 的 )， 这 就 允许 我 们 把 亏 " 写成 它 

与 如 及 工 的 交集 之 和 (定理 37 江 (a)), :所 以 Zr = 万"+IICn 

Lo), ZaC LyNL,. 如 果 证 明了 最 后 一 个 包含 关系 对 每 一 个 

a 都 是 等 式 的 恬 , 则 命题 可 立即 得 证 . 
考虑 由 sf->[w-x 妇 (= 各 的 借 数 ) 所 定义 的 线性 映射 办 荆 > 

互 .因为 dim7e=z 且 [z_370%0; 故 上 是 内 射 的 - 沁 对 和 于 Ly 用 工 
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LY 


大 


的 限制 的 象 集 在 及 y 内 (因为 Zr 在 方 括号 运算 下 是 封闭 的 ， 且 
五 一 Lr 几 甩 )，、 从 而 在 Fh 由 Hy 内 。 这 个 群 是 一 条 直线 与 互 内 
一 个 格 的 交集 , 因此 是 无限) 种 环 的 、 从 而 Lv 由 Ls 是 循环 的 .由 


于 woELv Lo 可 找 出 形 如 二 onEZ+) 的 生成 元 ， 则 
adz_o 2 a ea 
. 2! : (名)- 生 EI 

(因为 语 在 Uz 下 不 变 ), 且 又 有 


-4 名) (全 ) -人 ez 
(因为 Ly 在 方 括号 运算 下 是 封闭 的 )， 但 此 时 -入 E 立 台 连 使 


%=1， 这 就 证 明了 Ly 用. 一 Zw。, 正 是 所 要 证 的 . 量 “- 
作为 一 个 例子 ,考虑 了 = 全 (2，F)， 它 有 标准 基 (o, % 四， 对 

于 工 的 2 维 自然 表示 ,六 ~F3, 基 {(1, 0)，(0, 1)} 显 然 张 成 一 个 容 

许 格 ， Ly 一 24 十 Zw-+Zy(== 工 (2Z))， 另 一 方面 , 车 取 工 (Z) 作 为 工 


内 的 容许 格 (关于 3 维 表示 ad), 我 们 发 现 LZ (各 )+Zo + 2y. 


这 些 极端 的 情况 分 别 对 应 于 根系 A 的 两 个 可 能 的 权 格 4 4 ( 练 
习 切 ， 


27.3. 容许 格 的 变化 


i 设 广 (NX) (WEAd+) 是 一 个 不 可 约 的 矿 模 .7 内 容许 格 的 

可 能 选择 是 什么 ? 根据 定理 27 .1(a)， 这 样 一 个 格 于 必须 包含 一 

个 极 大 向 量 02+,， 所 以 必须 包含 容许 格 二 .0+ 一 llz.v+， 即 在 定理 

27 .1(b) 的 证 明 中 被 使 用 的 格 ， 因 为 .v1+ 被 玉 确定 到 相差 一 个 纯 

晤 因子 堵 可 使 .v! 在 整个 讨论 中 保持 不 变 ， 把 极 小 容许 格 Uz.v+ 

记 为 履 min。 现在 我 们 只 要 知道 郧 些 其 它 的 容许 格 与 也 的 交集 在 
2Zo+ 内 就 够 了 . 

.回忆 一 下 对 侦 模 的 概念 : yr 是 到 的 对 仿 向 量 空 间 ， 五 在 其 上 

的 作 周 是 (cj 一 一 Fo(zE GEP ,了 EV")Y， 妨 果 于 
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是 斑 的 在 了 下 不 变 的 子 空间 , 则 容易 看 出 , 矿 的 相应 子 空间 芋 + 
也 是 在 工 下 不 变 的 , 所 以 斑 " 仍然 是 不 可 约 的 。 事实， 可 以 指出 
它 的 首 权 (练习 21.6)， 设 cE 光 把 4 变 成 一 4 (从 而 把 你 + 变 成 
$7 ), 且 令 wEV 是 权 cx 的 非 零 向 量 .. 所 以 4 是 “ 极 小 向 量 ， 它 它 
被 所 有 的 z-。 所 零 化 ， 当然 dimV a=dimy, = 1, 因此 w 实 质 上 
是 唯一 的 . 相对 于 由 w% 及 其它 权 向 量 所 构成 的 六 的 基 ， 取 六 为 
对 偶 于 ww 的 线性 函数 , 则 了 + 是 六 "的 极 大 向 量 ， 权 为 一 CN 且 矿 从 
V(—o%). 

现在 设 及 是 广内 的 一 个 容许 格 , 定义 MM"={f EV*|fCM) C 
2}、 如 果 以 是 六 的 某 一 个 基 的 2- 张 成 则 对 * 显然 是 对 偶 基 的 
2- 张 成 . 特别 ， UM" 是 一 个 格 ， 它 甚至 是 容许 格 ，4E 型 ,天 EM 
意味 着 ((z8/mal)， ,= 十 Fe 人 GZ. :网 样 明 显 的 是 ; 
V 内 容许 格 的 包含 关系 2:Ca; 可 以 诱导 出 一 一 个 道 包含 关系 
MiOM;. 
、 ”现在 假设 vw? 已 被 取 定 (从 而 Wom 也 取 定 ). 则 有 一 个 典范 的 
方法 在 Fen 和 wt 内 选取 一 个 极 小 向 量 . 只 要 注意 到 定理 21.2 


的 证 明 中 第 (可 步 所 构造 的 Weyl 反射 是 玉 的 变换 ; 并 租 世 从 玫 的 


是 他 的 元 素 ; 特别 , o 把 Zor 映 到 Ma ny 上 : 在 此 可 定义 好 
为 4+ 的 象 ， 然 后 按 前 面 所 述 的 方法 ， 取 f+ EV*。 ( 它 是 相对 于 
sn 的 基 的 对 偶 基 的 元 素 )， 便 立即 可 得 : Ms NV?o 一 2f+， 

现在 设 M 是 六 内 的 容许 格 , 它 与 ,的 交 恰 好 在 多 ot 内 ”下 
述 论 证 说 明了 与 Fw 的 交 在 Zw 内 , 从 而 于" 与 玉 。 的 交 也 丛 
好 在 吕 #+ 内 :所 以 当 太 处 在 六 内 的 上 述 类 型 的 所 有 容许 阁 的 集 
学 中 进行 变化 时 , MM" 也 处 在 内容 许杰 的 类 似 集 合 显 进 行 变 化 , 
但 包含 关系 是 逆转 的 .、 这 说 明了 M* 既 有 上 ' 界 ”也 帮 下 4 界 ”这 
对 用 也 正确 ，( 对 于 ad， 我 们 用 只 考 上 H 的 对 个 格 的 方法 ， 也 证 
明了 这 一 点 、) 

命题 设 六 =V()， AE d+, 日 具 有 极 大 向 量 名 

(a) 凡是 与 歼 相 交 在 Zot 内 的 容许 格 都 包含 Mm it .or 

人 凡是 与 也 相交 在 2v* 内 的 容许 格 都 被 包含 在 ,Mos 内， 
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提 1 


它 是 与 六 内 一 个 适当 的 Ca 对 仿 的 格 . 


27.4， 过 渡 到 任意 域 

设 ,是 特征 数 p 的 素 域 ,K 是 也 ,的 扩 域 .又 车 是 一 个 真 
实 埃 模 , 则 六 的 权 在 4 与 4 之 则 张 成 一 个 格 , 记 为 4(V)， 先 
取 内 一 个 容许 格 以 ， 它 在 工 内 的 稳定 子 是 I 一 Hr+ J] Zz， 

~ 信 E 且 |X(h) EZ 对 所 有 和 EACV)}(23.2). 

“ 设 V(K) ~M@zk, Lr(K) ~ Irv@zk， 因 为 [y 同 构 于 End MM 
的 一 个 子 群 ( 且 在 方 括号 运算 下 是 封闭 的 )， 所 以 Lr(K) 可 以 等 同 
于 9[(F(GO) (~ RndF(K)) 的 一 个 李子 代数 ， 此 外 ， 包 含 映射 
(2) 一 Zr 诱导 了 一 个 李 代 数 同 态 L(K)->Lv(K), 它 在 TIKzs 上 上 是 
内 射 的 , 但 在 及 (Z)@zk~ 及 (K) 内 可 能 有 非 零 的 核 。 为 了 观察 它 
们 能 起 到 苦 樟 的 作用 , 回忆 一 下 在 (27.2) 中 对 8(2，F) 的 讨论 . 车 
2= 2 则 当 矿工 (伴随 表示 ) 时 ，Z(K) 里 的 KG 被 映 为 Lr(K) 内 
的 2 (等 @ 革 = 9， 此 外 ，Z(K) 内 的 乘法 也 与 Zr (内 的 不 同 ， 例 
如 , 在 前 者 , [ho] =2w~0, 而 后 者 [分 2 ]~2*0， 另 一 方面 ， 当 
p>2 时 ，Z(k)-Tr(k) 是 一 个 同 构 ( 不 论 权 格 的 选取 是 A(V) = 4 
或 是 4): 见 练习 5 

上 述 的 讨论 说 明了 ， 通 过 同 态 (K)->Lr(K), 每 个 真实 的 五 
模 矿 可 产生 一 个 关于 工 (K) 的 模 矿 (k)， 它 偶尔 也 可 能 不 是 真实 的 
( 当 I(K) 丰 一 个 理想 时 , 它 必定 是 中 心 的 , 且 包 含 在 五 (K) 内 ). 必 
须 强调 的 是 (尽管 它 的 符号 不 反映 出 这 一 点 )， 所 有 这 一 切 都 依赖 
于 了 内容 许 格 ML 的 选择 

那么 ，(25.5) 里 所 构造 的 Chevalley 群 9(K) 在 这 里 的 类 似 物 


是 什么 呢 ? 因为 中 在 自 同 态 -号 之 下 ( 即 在 -多 a) 之 下 ， 设 4 
症 工 的 表示 ) 不 变 ， 故 矿 (k) 在 相应 的 自 同 态 之 下 不 变 ， 把 这 个 
自 同 态 记 为 zo:(zao=1)， 注 意 到 关于 1<p gms 的 作 几 正 急 

sa 


《2u@D ,而 当 t>2 时 , 后 一 记号 不 再 有 意义 ， 不 管 怎样 对 足够 
大 的 如 有 ze.: 一 0, 所 以 我 们 可 写 出 0.(DD) 一 六 viiE End(V(K)). 
很 明显 ，g(1) 的 行列 式 是 了 所 以 它 属于 SL(V (K))， 更 一 般 地 ， 
我 们 可 这 样 地 定义 六 (K) 的 自 同 构 oo): 先 构成 总 (了 各 >， 然 后 


再 把 不 定 元 7 特殊 化 为 cEK， 由 所 有 0s(6) (aE, cEK) 生成 的 
群 Gr(K) 被 称 为 型 4(V) 的 Chevalley 群 , 若 4(V) 一 4.:， 则 它 
为 伴随 型 的 ; 若 4(V) = 少 则 它 为 普遍 型 的 ， 同 前 , Gr(K) 实 际 上 
依赖 于 用 的 选取 . 


鸡 .5， 有 关 结 果 的 概述 


刚才 描述 的 构造 引起 了 很 多 问题 ， 而 且 并 不 是 所 有 的 问题 都 
解决 了 ， 为 了 使 读者 有 一 个 印象 ; 哪些 问题 已 解决 了 . 现在 列 出 
以 下 一 些 结 某 来 (但 不 加 证 明 )， 

(1) 在 同 构 的 范围 内 , Gy(K) 与 Lr(K) 依赖 于 权 格 4(7), 得 
不 依赖 于 六 本 身 或 者 1 的 选取 ，( 不 过 《 确实 对 Gy(K) ,Ivy(K) 
在 六 (kK) 上 的 作用 是 有 影响 的 .) 如 果 A4(P) 二 4(W)， 则 存在 典范 
同 态 Gr(K)>Gw(K)，Lw(K) 一 Lr(K). 特别 , 普遍 型 Chevalley 群 
(4(7)= 4) 覆盖" 了 所 有 其 它 的 群 , 而 伴随 型 的 群 则 被 所 有 其 它 
的 群 所 “覆盖 ”. 

《2) 设 了 =VO), AEA*+, MN=Mon， 则 入 (人 是 Gr(k) 的 特 
环 模 ， 由 间 量 v@1, v€ 了 Ny 所 生成 ， 作为 它 的 结果 , 玉 (K) 有 
一 个 唯一 极 大 的 Gv(K)- 子 模 ,从 而 有 一 个 唯一 的 (“ 首 权 ” 和 的) 不 
可 约 同 态 象 ， 另 一 方面 , 车 = Mw 网 (有 唯一 的 “ 普 权 ? 

的 不 可 约 子 模 ， 

..(3) 当 和 EL4+ 满足 0< (Po) <pd<i<D， 2 一 charK 时， 用 
Tv (或 ZGG) 代 鞭 Gv(K) 后 ，(2) 的 断言 仍然 是 正确 的 ; 结果 得 
到 的 必 个 不 可 约 模 是 不 等 价 的 ， 三 它 包括 了 所 有 的 不 可 约 内 中 
制 " 五 (K)- 模 (的 周 构 类 )。 “” -ae 
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(4) 当 V 痰 (K) 被 看 作为 Gr(K) 或 PrCk) 模 时 ，F(K) 的 合成 因 
子 与 容许 格 的 选取 无 关 ， 


练 习 


1. 著 寻 是 了 内 的 容许 格 ， 则 对 于 了 的 每 个 权 户 人 0n 殉 是 灰 里 的 
格 . | 

2. 证 明 世 里 的 容许 格 如 果 包 含 工 (2Z) 且 在 方 括号 运算 下 是 封闭 的 , 则 必 
具有 形式 工 r。[ 模 仿 命题 27.2 的 证 明 ; 参见 练习 21.5.] 

3， 如 果 放 (或) 是 (或 四) 内 的 容许 格 , 则 MGN 是 VW 内 的 容 
许 格 ( 见 引 理 36.3A), 利用 这 一 事实 ,以 及 把 V"@T 等 同 于 Bnd7( 作 为 ~ 
模 ) 《6.1), 证 明 Zr 在 命题 27.2 的 所 有 (adza)"/m! 之 下 是 不 变 的 (不 使 用 引 
理 37.2). 

在 以 下 练习 里 , 工 二 81(2, F) 且 把 权 看 作 整 数 . 
4. 设 V=VO), 和 EA+. 证 明 当 和 是 奇数 时 ，Zr= 工 (Z)， 而 当 和 为 偶 


数 时 ，Zr = 一世 (各 )+zz+2y. 


5. 车 charK>2, 证 明 Z(K) 一 Zr 愉 ) 关 于 了 的 任何 取 法 都 是 一 个 同 构 . 
6， 设 了 =7GD),，AE4+， 证 明 当 4(P=4 时 ，Gr(K) 兰 9P(2 K); 当 
A(W)= A 时,Gr(K) SPSLC2, K). 
7. 若 0<X<charK, 了 =V(X), 证 明了 Lk) 作为 LK)- 模 是 不 可 约 的 ， 
8， 园 定 和 EA+。， 则 VQ) 内 的 一 个 极 小 容许 格 下 wa 有 一 个 Z- 基 (vo， 
“4), 它 满足 引 理 7.2 的 公式 ; 
hv= (A—20 9%,, 
yi (VA1™=0), 
TUNA? (V1=0), 
证 明 相 应 的 极 大 容许 格 Wasz 有 一 个 2Z- 基 (wo,…， w.)，we wvo， 其 上 的 作 
用 为 ， 
jh 一 (一 29)10， 
YW (AH wt 


.UW $0 1, 
由 此 推导 得 全 ( 守 )e。 所 以 CMmwz: Maw] 一 站 (*). 
9. 保持 练习 8 的 记号 . 设 让 是 任 一 容许 格 ,Yawx 了 Mow, 则 收 有 
“207 v 


一 个 2Z- 基 (sw 0 使 4 一 qi(aEZE)，a 一 一 T， 定义 整数 b,c 为: 
6 天 024-1( 加 = 了) 乡 2 一 OU441(ox 一 蕊 ， 证 明 ci 一 士 2 县 五 2 一 2 

10. 保持 练习 8 的 记号 ， 设 M 是 Mnaz 的 子 群 ， 且 包含 Wai 并 带 有 
2Z- 基 (wo, au …，aatx)。 若 要 使 1 成 为 容许 格 , 那 末 加 在 w 上 的 必要 与 
充分 条 件 是 什么 ? 当 和 =4 时 写 出 所 有 的 可 能 ， 

【附注 】 

这 一 材料 大 多 取 自 Steinberg[2]， 也 参见 Borel[2] .对 于 较 近 的 工作 ， 可 参看 
Burgoyne[1], Burgoyne, Williamson{1], Humphreys{1], [2], Jantzen[1], [2], 
Shapovalov[1l], Vermaf3], Wong[1]。M. Elmer 建议 了 练习 8~10。 | 
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一 一 表示 
一 般 线性 代数 
一 般 线性 群 


八 元 数 代数 


下 中 心 列 
子 代数 ( 李 代 数 的 ) 
上 三 角 阵 


方 括号 (运算 ) 
支配 权 
支配 整 线性 函数 
支承 集 
不 可 约 根系 
不 可 约 集 
不 可 约 模 
不 变 多 项 式 函 数 
邓 金 图 
中 心 ( 李 代数 的 ) 
中 心 (普遍 包 络 代数 的 ) 
中 心 化 子 
内 导 子 
内 自 同 构 
长 (Weyl 群 内 的 ) 
长 根 
反 圈 模 
反射 
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译名 对 照 及 索引 


一 加 
faithful representation 
general linear algebra 
general linear group 


二 男 


octonion algebra 


三 画 
lower centrajl series 


subalgebra (of Lie algebra) 
upper triangular matrices 


四 画 


bracket 

dominant weight 

dominant integral linear function 
Support 

irreducible root gystem 
irredncible set 

irreducible module 

invariant polynomial function 
Dynkin diagram 

center (of Lie algebra) 


center (of universal enveloping algebra) 


centralizer 

inner derivation 

inner automorphism 
length (in Weyl group) 
long root 
Contragredient module 
reflection 


6.2 
1.2 
1.2 


19.3 


3.2 
1.1 
1.2 


1.1, 1.2 
13.1 
21.1 
24.1 
10.4 

28.3 附录 
6.1 
23.1 
11.2 
2.1 
23.2 
2.1 
1.3 
2.3 
10.3 
10.4 
6.1 
9.1 


反射 超 平面 


半 单 纯 部 分 
半 单 纯 自 同 态 
半 单 纯 李 代数 
正 交代 数 
正 交 和 矩阵 
正则 半 单 纯 元 
正则 的 
正规 化 子 
正 根 
可 解 李 代数 
对 角 自 同 构 
对 角 矩阵 

对 称 张 量 

对 偶 根 系 

对 偶 模 
生成 元 与 关系 式 
外 导 子 

代数 


次 数 
齐 次 对 称 张 量 
闭 根 集 

权 . 

权 空 间 

权 的 重 数 

权 格 

划分 函数 

叶子 

导出 列 

导 代 数 

同 构 ( 李 代 数 的 ) 
同 构 (根系 的 ) 
同 构 ( 工 模 的 ) 
同 态 ( 李 代 数 的 ) 


reflecting hyperplane 


五 画 


semisimple part 
semijsimple endomorphism 
emisimple Lie algebra 
orthogonal algebra 
orthogonal matrix 
regular semisimple element 
Xegular 

nurmalizer 

positive root 

golvable Lie algebra 
diagonal automorphism 
diagonal matrices 
gymmetric algebra 
Bymmetric tensor 

Qunal root system 

dual modqule 

generators and relations 
outer derivation 

algebra 


六 .对 
degree 
homogeneous symmetrie tensor 
closed set of roots 
weight 
weight space 
multiplicity of weight 
weight lattice 
partition function 
derivation 


- dlerived series 


derived algebra 

isomorphism (of Lie algebras) 
isomorphism 《of root gystems) 
isomorphism (of Lr-modunles) 
homomorphism (of Lie algebras) 


9.1 


4.2, 5.4 
4.2 
3.1 
1.2 
练习 2.12 
15.3 
10.1 
2.1 
10.1 
3.1 
16.5 
1.2 
17.1 
17.1 
9.2 
6.1 
17.5 
1.3 
1.3 


24.3 

17 

练习 16.3, 26.3 
7.1 13.1, 20.1 
7.1, 20.1 

§ 22 

13,1 

24.1 

,1.3 

8.1 

2.1 

1.1 

9.2 

‘6.1 

2, 2.2 
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同 态 (Z 模 的 ) 
多 项 式 函 数 
负 根 
仿 射 ”空间 
和 让 正规 子 代 数 
自由 李 代 数 
自 同 构 


完全 可 约 模 

辛 代数 

形式 特征 标 
严格 上 三 角 阵 
抛物 子 代数 

李 定 理 

李 代 数 

极 大 向 量 

极 大 环 面子 代数 
极 小 权 

连接 权 
张 量 代数 
局 部 敌 零 

伴随 表示 

伴随 Chevalley 群 
纯 量 阵 


卷 积 

单一 同 态 
单纯 李 代 数 
这 示 

环 面子 代数 
二 和 ( 李 代 数 的 ) 
抽象 Jordan 分 解 
次 异 的 

降 中 心 列 
非 约 化 根系 

非 过 化 双 线 性 型 
典范 映射 
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homomorphism (of L-modules) 
polynomial function 

negative root 

affine n-space 
Self-Dormalizing subalgebra 
free Lie algebra 
automorphism 


七 本 


completely reducible module 
gymplectic algebra 

formal character 

strictly upper triangular matrices 
parabolic subalgebra 
LiesTheorem 

Lie algebra 

maximal vector 

marimal toral subalgebra 
minimal weight 

linked weights 

tensor algebra 

locally nilpotent, 

adjoint representation 
adjoint Chevalley group 
scalar matrice8 


八 郴 


convolution 

monomorphism 

simple Lie algebra 
representation 

toral eubalgebrs 

direct sum (of Lie algobras) 
abstract Jordan decomposition 
Singular 

descending central series 
Ton-reduced root sygtem 
nondegenerate bilinear form 
《anonical map 


6.1 
23.1, 23.3 附录 
10.1 

$23 附录 

2.1 

19.5 

2.3 


6.1 

1.2 

. 22.5 
1.2 

“练习 16.6 
4.1 

1.1 

.1, 20.2 
8.1 

练习 13.13 
23.2 

17.1 

18.3 

1.3 

25.5 


练习 1.7 


24.1 

2.2 

2.1 

2.2 

8.1 

5.2 

5.4 

10.1 

3.2 
多 可 12,8 
“65,1 
‘0 2:2 


一 


“1 


典型 李 代 数 
图 自 同 构 
饱和 权 集 
例外 李 代 数 
线性 李 代 数 
经 过 6 的 a- 链 
经 过 4 的 oo 链 


标准 生成 元 集 
标准 抛物 子 代数 
标准 Borel 子 代数 
标准 循环 模 
结合 双 线性 型 
结构 常数 


容许 格 

高 度 

雪恨 

根 

根系 

根系 的 基 

根 空 间 分 解 
根 格 
根基 ( 双 线 性 型 的 ) 
根基 ( 李 代数 的 ) 
格 

换 位 子 

秩 ( 李 代数 的 ) 
秩 ( 报 系 的 ) 
特征 标 _。 
特殊 线性 代数 


classical Lie algebra 
graph automorphism 
Saturated set of weights 
exceptional Lie aigebras . 
linear Lie algebra 
a-string through 8 
G-string through 4 


九 画 
inverse root system 
highest weight 
trace 
trace polynomial 
induced module 
flag 
standard get of generators 


standard parabolic subalgebra 


standard Borel subalgebra 
standard cyclic module 
associative bilinear form 


structure constants 
十 瑞 

admissible lattice 

height 

simple root 

root 

root system 


base of root system 

root space decom position 
root lattice 

radical (of bilinear form) 
radical (of Lie algebra) 
lattice 

commutator 

rank (of Lie algebra) 
rank (of root system) 
character 

Special linear algebra 


1.2 

12.2, 16.5 
13.4 

§19 

1.2 

8.4, 9.4 
21.3 


9. 
7.2, 13.4, 20.2 
1.2 

23.1 

20.3 

3.3 

14.2 

练习 16.6 
16.3 

20.2 

5.1 

1.4 


27.1 
10.1 
10.1 
8.1 
9.2 
10.1 
8.1 
13.1 
5.1 
8:1 
12.1, 27:1 
1.1 
16.4 
-9.8 
23.2 
1.2 
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特殊 线性 群 


商 李 代数 
理想 

基本 支配 权 
基本 区 域 
基本 Wey1 房 
基本 群 
斜 对 称 张 量 


普遍 包 络 代数 
普遍 Chevalley 群 
普遍 Casimir 元 寄 
等 零 部 分 

等 雷 自 同 态 
等 鹤 李 代数 

起 平面 
雅 可 比 等 式 

强 支配 权 

强 ad- 疹 零 
等 价 表 示 

短 根 


满 同 态 
群 环 
简约 李 代数 
简约 的 


模 ( 李 代数 的 ) 
模 的 张 重 积 


整 线性 函数 


218。 


Special linear group 


十 一通 
quotient Lie algebra 
ideal 
fundamental. dominant weight 
fundamental domain 
fundamental Weyl chamber 
fundamental group 
Skew-symmetric tensor 


十 二 画 
universal enveloping algebra 
universal Chevalley group 
universal Casimir element 
nilpotent part 
nilpotent endomorphism 
nilpotent Lie algebra 
hyperplane 
Jacobi identity 
strongly dominant weight 
strongly ad-nilpotent 
equivalent representations 
Bhort root 


十 三 画 
epimorphism 
group ring 
reductive Lie algebra 
reduced 

十 四 男 
module (for Lie algebra) 
tensor product of modules 

十 六 
integral linear function 


针 得 符 


1.3 


2.1 

2.1 

18.1 
10.3 

10.1 

13.1 

练习 21.11 


17.2 
27 .4 
22.1 
4.2, 5.4 
2.3 
3.2 
9.1 
1.1 
18.1 
16.1 
6.1 
10.4 


2.2 

22.5 

练习 6.5，19 .1 
10.3 


Abel 李 代 数 abelian Lie algebra 
ad- 半 单纯 ad-semigimple 
ad- 窒 雪 ad—nilpotent 
Borel 子 代数 Borel Subalgebra 
Cartan 子 代数 Cartan Subalgebra 
Cartan 分 解 Cartan decomposition 
Cartan 乍 阵 Cartan matrix 
Cartan 准则 Cartan’s Oriterion 
Cartan 整数 Cartan integer 
Casimir 元 素 Casimir element 
Cayley 代数 Cayley algebra 
Cbevalley 代数 Chevalley algebra 
Chevalley 定理 Chevalley’s Theorem 
Chevalley 基 Chevalley basia 
Chevalley 群 Chevalley group 
Clebsch-Gordan 公式 Cebsch-Gordan formula 
Coxeter 图 Coxeter graph 
Bagel 子 代数 Engel Subalgebra 
Engel 定理 agel'a Theorem 
Freudenthal 公式 Freudenthal’s formula 
Harish-Chandra 定理 Harish-Chandra’s Theorem 
Jacobi 等 式 Jacobi identity 
Jordan-Chevalley 分 解 ”Jordan-Chevalley decomposition 
Killing 型 Killing form 
Kostant 公式 Kostant’s formula 
Kostant 定理 Kostant’s Theorem 
Kogtant 函数 Kostant function 
PBVW 基 PBW basis 
Poinecar6-Birkboff -Witt 
定理 Poincaré-Birkhoff -Witt Theorem 
Schur 引 理 Behur’s Lemma 
Serre 定理 erre’s Theokem 
Steinberg 公式 Bteinberg’s formula 
Weyl 公式 Weyl’s formulas 
Weyl 定理 (完全 可 约 性 的 ) Weyl’'s Theorem (Complete reducibility) 
Weyl 房 Weyl Chamber 
Weyl 函数 Weyl function 
Weyl 群 Weyl group 站 
Zariski 拓扑 2ariski topology 


1.4 

5.4 

3.2 

16.3 
15.3 

8.1 

11.1 

4.3 

8.4, 11.1 
6.2, 22.1 
19.3 
25.4 
23.1 
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25.5, 27.4 
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23.3 
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